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Vorwort.

bo alt der Gedanke ist, die Functionentlieorie elementar, icli meine ohne Anwendung der Infini-

tesimalrechnung, nur auf ihre Darstellung durch Potenzreihen zu gründen, so viele Vorzüge diese Methode

besitzt, wegen der absoluten Strenge, die sie gestattet, so ist trotzdem meines Wissens eine consequente

Durchführung eines solchen Planes noch von keinem Autor unternommen. Wohl findet man in Com-

pendien der algebraischen Analysis zuweilen einige Kapitel diesem Gedanken gewidmet, allein eine

zu einseitige Auffassung oder die Verfolgung noch anderer Ziele neben dem einen, hindert, dass der-

selbe zur vollen Herrschaft gelangt. Anders mag es sich mit Vorlesungen verhalten, in welchen viel-

leicht mancher Lehrer der Mathematik demselben mit mehr oder weniger Energie gefolgt ist. Der

letzte Umstand darf jedoch, wie ich glaube, einer Publication nicht hinderlich in den Weg treten, welche

wie die vorliegende, versucht, die Functionenlehre überall elementar und völlig streng zu behandeln.

Zwar macht er es unmöglich, die erste Urheberschaft wichtiger Sätze jedesmal festzustellen und anzuer-

kennen, da eben veröffentlichtes nicht vorliegt, allein für den wissenschaftlichen Fortschritt ist dies ganz

nebensächlich. Was jedoch die grundlegenden Principien einer solchen Behandlungsweise anbetrifft, so

sind dieselben in einer Abhandlung des Herrn Weierstrass über analytische Facultäten enthalten.

Der Inhalt des vorliegenden Werkchens wird am besten aus dem beigegebenen ausführlichen

Inhaltsverzeichnisse erkannt, und nur über den Umfang desselben füge ich hinzu, dass unschwer die

angewandte Methode sich auf eine noch grössere Reihe von Functionen als geschehen hätte ausdehnen

lassen, namentlich auf die durch die hypergeometrische Reihe dargestellten. Allein eine gewisse Be-

schränkung schien mir für's erste nothwendig.

Die in den ersten Paragraphen enthaltene Algebra der gebrochenen und negativen Zahlen bitte

ich den Leser nicht als eine erschöpfende und vollständige Theorie dieser Formen ansehen zu wollen,

sie wird in manchem Elementarbuche besser zu finden sein. Es mussten diese Betrachtungen hier nur

Platz finden, um den formalen Standpunct zu kennzeichnen, auf welchen ich mich hier stelle. Die

Schwierigkeiten beginnen nach meiner Ansicht erst bei den irrationalen Zahlen.

Jena, im Mai 1880.

J. Thomae.
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Zahlentlieorie.

§ 1. Normative zur Bildung- des Zahlbegriffs. Die gesammte reine Mathematik beschäftigt

sich mit Beziehungen zwischen Zahlen. Es kann daher nicht befremden, dass in einem elementaren

Lehrbuche über analytische Functionen, deren Betrachtung einen Zweig der reinen Mathematik bildet,

zuerst auf den Zahlbegriff eingegangen wird , oder dass dasselbe mit einer Zahlentheorie beginnt. Da-

bei beansprucht dies Wort freilich eine etwas andere als die gebräuchliche Bedeutung. Sonst nämlich

pflegt man unter Zahlentheorie die Untersuchung specieller, namentlich durch Discontinuität charakte-

risirter Zahlen, z. B. der ganzen Zahlen, zu verstehen, und wir werden hier aus diesem Theile der

Zahlentheorie, den wir „(engere) Zahlentheorie" der Kürze halber nennen wollen, da und dort einige

elementare Sätze vorauszusetzen genöthigt sein. So z. B. den Sat«, dass sich eine ganze Zahl nur auf

eine Weise in Primfactoren zerlegen lässt, und dass von zwei ganzen Zahlen nur dann die eine durch

die andere theilbar ist, wenn ihre Primfactoren sämmtlich in der ersten enthalten sind. — Die Zahlen-

theorie aber, die wir hier voraufsehicken , hat es mit Constituirung und Begrenzung des allgemeinen

Zahlbegriifs überhaupt zu thun. Hierzu müssen wir der Natur der Sache gemäss auf die elementaren

Rechnungsregeln einigermassen eingehen, ohne dass es nöthig sein wird, die in der niedern Arithmetik

vorzutragenden Lehrsätze über diese Regeln vollständig zu entwickeln. Vielmehr wird es ausreichen,

wenn wir nur an die zur Zahlenbildung nothwendigen Hauptsätze erinnern.

Der Begriff der Zahlen von der Allgemeinheit, wie wir ihn hier brauchen, ist nicht unmittelbar

gegeben und entsteht nicht mit einem Male, sondern wird aus dem der ganzen Zahlen durch successive

Erweiterungen, die durch gewisse Forderungen herbeigeführt werden, gewonnen. Wir nehmen an, dass

man zählen könne, d.h. dass man im Stande sei, von der Eigenthttmlichkeit der Individuen einer

Objectenmenge zu abstrahiren und verschiedenen Mengen solcher Objecte successive verschiedene Namen

beizulegen. Jedes Individuum der Menge heisst Einheit, und das geforderte Aufgeben aller Sonder-

eigenthümlichkeiten der Individuen bewirkt, dass man jede Einheit durch jede andere ersetzen kann.

Die Einheiten sind einander gleich.

Stellt man sich eine Menge von Individuen oder Einheiten im Räume vor, und zählt man sie

successive, wozu Zeit erforderlich ist, so bleibt bei aller Abstraction als unterscheidendes Merkmal

der Einheiten noch ihre verschiedene Stellung im Räume und ihre verschiedene Aufeinanderfolge beim

Zählen in der Zeit übrig. Die mathematische Abstraction fordert aber, eine Menge von Einheiten und

also die zugehörende Zahl, den Namen der betreffenden Menge, als unveränderlich anzusehen, wenn

die Einheiten unter sich entweder im Räume, oder bei der Aufeinanderfolge im Zählen, also in der

Zeit, vertauscht werden.

T h o m a , Elementare Theorie ilur aiialyliscbeu Functionen. 1



Die Weiterbildung des Zahlbegriffes geschieht nun mittels der Verknüpfungs- oder Rechnungs-

regeln der eben gebildeten ganzen Zahlen. Gewisse elementare, man könnte sagen, intuitiv ver-

ständliche Regeln, mittels deren drei oder mehr der eben gebildeten ganzen Zahlen mit einander

verknüpft werden, dienen dazu, das Zahlensystem zu erweitern, indem gefordert wird, dass die Auf-

gabe, nach den Elementarregeln aus zwei Zahlen eine dritte zu bilden, unter allen Umständen aus-

führbar sei. Wo dies mit den vorhandenen Zahlen nicht möglich ist, da werden neue Zeichen, die

dann auch Zahlen heissen, eingeführt. Diese Zahlen sind als rein inhaltslose Schemen aufzufassen,

obschon es gelingt, auch diese Zahlen mit realen Objecten so zu verknüpfen, dass manche erst aus

dieser Verknüpfung die Existenzberechtigung der Zahlen herleiten möchten. In der reinen Mathematik

aber wird die Existenzberechtigung neuer Zahlen einzig damit begründet, dass sich von ihnen die vom

Rechnen mit ganzen Zahlen abstrahirten Verknüpfungsregeln widerspruchslos ausführen lassen. In wie

weit dies durchführbar ist, lehrt die Arithmetik. Dabei ergiebt sich, dass mehr Zahlensysteme möglich

als gebräuchlich sind, aber es ist ein erheblicher Unterschied zwischen diesen Systemen, der es uns

erleichtert, die angemessenste Auswahl unter den möglichen Systemen zu treffen. Das gemeine Zahlen-

system kennzeichnet sich nämlich als ein nothwendiges , während die übrigen eben nur mögliche sind,

vielleicht als überflüssige bezeichnet werden können. Doch darauf wollen wir später zurückkommen.

§ 2. Die Grundregeln des Rechnens mit ganzen Zahlen. Die Gleichsetzung zweier

Zahlen n = m, bedeutet entweder etwas triviales, nämlich es bedeutet 71 = n die Zahl n ist die Zahl

w, oder n und m sind in irgend einer Beziehung verschieden, und diese Zahlen gelangen erst durch

Abstraction von dieser Verschiedenheit zur Gleichheit. Letzteres geschieht namentlich dann, wenn man

zwei verschiedene Mengen von Einheiten hat, die man zählt, oder wenn man dieselbe Menge in ver-

schiedener Art zählt. Zählt man verschiedene Mengen, so heissen oder sind die zu ihnen gehörenden

Zahlen gleich, wenn sich zu jeder Einheit der einen Menge je eine Einheit der andern Menge zuordnen

lässt, und umgekehrt. Lässt sich jeder Einheit der Menge m eine Einheit der Menge n zuordnen,

aber nicht umgekehrt, so heisst n grösser als m, m kleiner als ra, in Zeichen n>m oder m < n.

Zählt man die Einheiten einer Menge n in Gruppen, von denen die eine l, die andere m Ein-

heiten enthält, so ist die Menge der Einheiten, die in beiden Gruppen enthalten sind, eben n. Dies

drückt man mit Anwendung des Pluszeichens (+) so aus:

; + »«== n.

Das Gleichheitszeichen ist hier nicht ganz trivial, denn es besteht wirklich eine Verschieden-

heit in den Einheitsmengen, die einander gleich gesetzt sind. Diese Verschiedenheit besteht aber nur

in der Art der Zählung, und das Gleichheitszeichen sagt, dass die Gesammtmenge von der Anordnung

beim Zählen unabhängig sein soll. Aus dieser Unabhängigkeit von der Anordnung folgt auch die

Gleichheit
l-^m = m-\- 1.

Hat man mehr als zwei Gruppen, l,m,n, o,p, . . ., die zusammen die Menge s ausmachen,

so ist

s = l + m-\- n + -\- p -\- . . .,

und man kann in dieser Summe die Posten /, m, n, 0, p, . . . beliebig vertauschen, ohne den Werth

der Summe (d.h. die Zahl, welche denselben misst) zu ändern.

Eine besondere Bezeichnung, das Malzeichen, hat man dann eingeführt, wenn die Gruppen je

dieselbe Zahl von Einheiten enthalten. Hat man n Gruppen zu je m Einheiten, so ist

s = m . n

gelesen, s gleich m mal w, und es heisst m der Multiplicator und n der Multiplicandus. Weil nun die

Gruppen unter einander gleich sind, so lassen sich die Einheiten jeder Gruppe den Einheiten jeder

andern eindeutig zuordnen, oder es lassen sich n Einheiten, je eine aus jeder Gruppe, einander zuordnen,

zu einer Gruppe vereinigen. Solcher Gruppen erhält man m, weil jede Gruppe m Einheiten enthält.

Schreibt man also n.m, macht n zum Multiplicator und m zum Multiplicandus, so zählt man dieselbe



3

Menge s von Einheiten nur in anderer Anordnung. Da aber die Anzahl von der Anordnung unab-

hängig ist, so folgt

m.n== 71.7)1.

Zerfallen die Gruppen wieder in einander gleiche Untergruppen, so erkennt man leicht, dass

in dem Product
* = l.m.7i.o.p. .

.

die Factor en /, m, ?*, o, p, ... mit einander beliebig vertauscht werden können, ohne dass sich der

"Werth des Productes ändert.

Die Multiplication ganzer Zahlen ist nur eine wiederholte Addition und kann daher nicht als

eine neue Rechnungsart angesehen werden. Später aber, bei Ausdehnung des Zahlensystems charakte-

risirt sie sich wirklich als eine selbständige Verknüpfungsweise, die von der Addition wesentlich ver-

schieden ist, wie wir bald sehen werden.

Bestehen die l unter einander gleichen Gruppen einer Einheitsmenge je aus zwei Gruppen m
und n, so ergiebt sich sogleich

/(?«-|- w) = I.m + l.n = 1 .71 + l.m

,

und hieraus

(/ -f- ?») (?Z + ji) = I. 771+1.p -\- 1)1. 71 + ni .p.

Das Malzeichen (.), wofür auch zuweilen x geschrieben wird, pflegt vor Klammem allgemein als über-

flüssig fort gelassen zu werden. Wenn keine Missdeutung zu fürchten ist, so lässt man oft auch den

Punct fort, wo keine Klammern stehen, und schreibt oab für S.a.b, sowie man auch drei ab liest statt

drei mal a mal b.

§ 3. Die umgekehrten Eechnungsarten. Fragt man nach der Zahl x, die mit ot zu

einer Summe vereinigt ?i liefert so heisst dieselbe, falls eine solche existirt, die Differenz ra weniger»;,

und 71 der Minuendus m der Subtrahendus, und man schreibt

X = 71 771.

Es is demnach
X + m = 71, m + («— ni) = 7%.

Hieraus fliessen leicht die Grundeigenschaften der Differenz

{yi+p)— (m-f-p) = 71—?K, {n—p)—{m—p) = n—m, 7n— {n—p) = {m+p)— n, m + {ti—p) = (m+w)

—

p
(re

—

77i)p = 71.

p

— m.p.

Existirt die Differenz x, so giebt es nur eine Zahl x, die die Aufgabe löst, x + ?)i == )i. Denn

wäre y eine zweite Zahl, also

X + t)i = y + iifi,

so Hessen sich die ?» Einheiten, die auf der einen Seite dieser Gleichung stehen, m Einheiten der andern

Seite zuordnen, und es müssen sich demnach auch die x Einheiten der linken Seite den y noch übrigen

Einheiten der rechten Seite eindeutig zu ordnen lassen, also es muss a; = t/ sein. Die Subtraktion ist

wie die Addition eine eindeutige Operation, aber nur ausfahrbar, so lange der Minuend grösser als der

Subtrahend ist.

Fragt man nach derjenigen Zahl x die mit ?» multiplicirt ra liefert, so heisst dieselbe der Quo-

tient n durch m, und man schreibt

— = ?j : 771,

80 dass also

(?j : )n) 771 = 71

ist. Dass man nicht jede Zahl 7i in m Gruppen mit gleicher Anzahl {x) Einheiten anordnen könne,

erkennt man an den einfachsten Beispielen, demnach ist die Aufgabe der Division nur eine ausnahms-

weise, nämlich nur dann lösbare, wenn der Dividend (w) als eine Menge von Einheiten gedacht, in so

viele unter einander gleiche Gruppen zerlegt werden kann als der Divisor {ni) angiebt. Wenn die



Aufgabe aber lösbar ist, so giebt es nur eine Lösung, die Operation der Division ist eindeutig. Aus

x.m = y.m folgt nämlich x = y. Denn ist m die Anzahl der Einheiten einer Gruppe, so ist x.m <i

y.m wenn x <. y ist. Es sei y = x + u, so wäre y .m = {x-\-u)m = x.m-\- u.m ^^ x.m. Die letzte

Gleichung ist aber unmöglich, so lange u und m ganze Zahlen sind. Die Division ist wie die Multi-

plication eindeutig, wenn sie ausführbar ist.

Man erweist aus der Definition eines Quotienten leicht die Fundamentalgleichungen

n.p n n:p n n n.p p
ni.p m' m:p m ' m m m' '

Jede Zahl bleibt ungeändert, wenn man sie durch Eins dividirt, es ist also in:l^ m.

Häufig wird für Quotient der Name Bruch gebraucht, und für Dividend Zähler, für Divisor

Nenner gesagt.

§ 4. Schöpfung der Null, der negativen und der gebrochenen Zahlen. Wir geben

nun der Differenz n—m und dem Quotienten n : m auch dann noch den Namen einer Zahl, wenn diese

Operationen zu keinem Resultate führen, so dass man diese Zahlen als imaginäre oder ideale bezeichnen

könnte, wenn nicht diese Namen schon eine bestimmte Bedeutung in der Mathematik besässen' und

wenn nicht diese Zahlen doch in so nahen Beziehungen zu Anschauungsbegriffen ständen, dass man
sie gerade deswegen reelle Zahlen nennt. — Von diesen neu eingeführten Zahlen verlangen wir, dass

sie den in den Paragraphen 2 und 3 für ganze Zahlen aufgefundenen Verknüpfungsregeln Folge leisten

sollen, und wir werden sie nur dann als brauchbare Gebilde zulassen, wenn die Verknüpfnngsregeln

auf die neuen Zahlen angewandt nicht zu logischen Widersprüchen führen, gleichviel, ob sich für diese

Zahlen in der realen Welt ein Spiegelbild vorfindet, oder nicht. (So ganz ohne Einfiuss auf die Be-

deutung der Zahlen ist es freilich nicht, ob sich etwas ihnen analoges im Eealen vorfindet oder nicht.

Denn im ersten Falle werden die Zahlen Gelegenheit zu nützlicher Verwendung finden können, während

sie im letzeren Falle nur das Interesse einer vielleicht geistreichen logischen Spielerei bieten würden.)

Hiernach führen wir für die Differenz m—m das Zeichen ein, für n—m das Zeichen — {m—n),

wenn m^ n ist. Ist m—n = l, so haben wir also eine Zahl (im Grunde nur ein Zeichen, das wir

Zahl nennen) — l geschaffen, welche die Eigenschaft hat, dass —1+ l = l-\-{— l) = l+ {n—m) =
l
—{m—n) = l

— l = Ü ist. Aus der Gleichung

folgt eindeutig

Erklärung. Die Addition der negativen Zahl (

—

t) ist der Subtraktion der Zahl l gleich.

Also ist n + (

—

7n) = n—m. Es heissen / und — / entgegengesetzte Zahlen, / heisst auch der absolute

Betrag von — l und im Gegensatz zu der negativen Zahl, eine positive Zahl. Besteht eine Summe
aus positiven und negativen Zahlen, so versteht man darunter die Differenz deren Minuend die Summe
der positiven, deren Subtrahend die Summe der absoluten Beträge der negativen Zahlen ist. Hieraus

folgt von selbst, dass die Posten einer Summe von positiven und negativen Zahlen unter einander

vertauscht werden können, ohne dass die Summe sich ändert.

Die Differenz n— (

—

ni) ist gleich n-\-m. Denn ist n— (

—

m) = x, so ist n = x + {— w) =
X— m, x = n-\- 711. Die Addition und Subtraktion sind auch für negative Zahlen eindeutige Operationen

und die Subtraktion einer negativen Zahl kann durch Addition einer positiven, die Addition einer ne-

gativen Zahl durch Subtraktion einer positiven ersetzt werden. Durch Addition oder Subtraktion der

Null wird eine Zahl nicht geändert.

Ist die Differenz zweier Zahlen m—n positiv so heisst m > n, negativ, so heisst m < n gleich-

viel ob m und n positive, oder ob sie negative, oder ob sie entgegengesetzte Zahlen sind.

Die Multiplication negativer Zahlen ergiebt sich aus der Permanenz der in den Paragraphen

2 und 3 enthaltenen Regeln in folgender Weise.

(m + (

—

?n))n = ?n.n + (

—

m).n = {in— in)n = m. n—m.n = 0,

(—m).?i + w.m = 0, (

—

m).n = —m.n.



Also ist das Produkt einer positiven in eine negative Zahl, eine negative Zahl. Ferner ist

(m-\-i— »«)).(

—

n) = —m.n + {
— fn).{—n) = (m—m).(— n) = m.{— n)—m.{— n) = 0,

(

—

m)

.

(

—

n)—m.n = Q, (

—

m)

.

(

—

n) = m.n.

Also ist das Produkt zweier negativen Zahlen eine positive Zahl.

Das Produkt einer positiven oder negativen Zahl in Null ist Null.

Aendert sich in einem Produkte der eine Faktor, so ändert sich das Produkt, ausgenommen

wenn der andere Faktor Null ist.

Die Multiplication einer beliebigen Zahl mit einer negativen Zahl oder mit der Null ist eine

eindeutige Operation.

Die Beweise dieser einfachen Sätze sind aus der elementare Arithmetik bekannt.

Die Division mit einer negativen Zahl kann allemal dann ausgeführt werden, wenn sie mit

der ihr entgegengesetzten Zahl oder dem absoluten Betrage der Zahl ausgeführt werden kann. Es

folgt nämlich aus der Definition von x = m:n als die Zahl, welche mit n multiplicirt m liefert, die

Kichtigkeit der Eegeln
m : (

—

n) = (•

—

n) : m = — {n:m),
und

(—m) : (

—

n) = m:n.

Wenn die Division nicht ausführbar ist, so erweitern wir das Zahlensystem dadurch, dass wir

das Zeichen n : m, wenn n und m positive oder negative oder entgegengesetzte ganze Zahlen sind, also

neue Zahlen einführen. Um diese neuen Zahlen der Grösse nach unter einander und mit den ganzen

Zahlen zu vergleichen, bringen wir sie auf gleiche Benennung, d. h. wir multipliciren den Zähler

und Nenner des einen Bruches (als Nenner einer ganzen Zahl kann die Eins angesehen werden) mit

dem Nenner des zweiten Bruches und Zähler und Nenner des zweiten Bruches mit dem Nenner des

ersten, wodurch beide ungeändert bleiben. Alsdann vergleichen wir die Zähler. Sind — und —r die
n n'

zu vergleichenden Brüche, in denen alle oder einige der Zahlen m, n, m\ n' negativ sein können, so

vergleicht man statt ihrer die ihnen gleichen Brüche —'—,, —-'-
. Ist m.n' > m' .n, so ist — > ^.

n.n n .n n n'

Auf die Eechnungsregeln mit Brüchen weiter einzugehen ist nicht nöthig, es geschieht dies mit ge-

nügender Strenge in den Lehrbüchern der Arithmethik, nur dass dort die formale, ideale Natur der

Brüche wohl nicht überall betont wird.

Da sich das Produkt x .n = m stets ändert, wenn sich x ändert, ?i = ausgenommen, so ist

die Zahl x = m:n eindeutig bestimmt, die Division ist eine eindeutige Operation, ausgenommen weim
n Null ist. Ist in diesem letzten Falle m auch gleich Null, so kann x beliebig gewählt werden, und
es bedeutet demnach : keine bestimmte Zahl. Ist aber m von Null verschieden, so könnte man den

Quotienten m : vielleicht als eine bestimmte Zahl gelten lassen, da ja eine reale Bedeutung eines

solchen Zeichens nicht vorausgesetzt wird. Allein das Eechnen mit diesem Zeichen fügt sich nicht

widerspruchslos den aus der Theorie der ganzen Zahlen abstrahirten und für die übrigen Zahlen gil-

tigen Gesetzen. Während nämlich allgemein

m p— .p ^= m.—
n n

ist, (worin p auch ein Bruch sein kann), und m:0 diejenige Zahl ist, die mit (dem Nenner) multi-

plicirt m giebt, so muss
m-.0 = .«=,..-

sein. Der letzte Ausdruck ist aber, weil : unbestimmt ist, keine bestimmte Zahl, oder kann jede

Zahl sein. Es wäre demnach die bestimmte Zahl m jeder beliebigen Zahl gleich. Daraus ergiebt sich,

dass die Division mit der Null überhaupt nicht zuzulassen ist und dassffj:0 keine Zahl bedeuten kann.
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Das Zeichen oc, gelesen „unendlich" ist keine Zahl, hat aber in der Mathematik eine be-

stimmte Conventionelle Bedeutung, indem es die Forderung in sich schliesst, für eine in einer Operation

vorkommende Zahl grössere und grössere Werthe einzusetzen. Zuweilen drückt unendlich eine Art

Negation aus. Z. B. in dem Satze, es giebt unendlich viele Primzahlen, bedeutet es dasselbe, als „unter

den Primzahlen giebt es keine letzte oder grösste".

§ 5. Die irrationalen oder transcendenten Zahlen. Die Multiplication mit ganzen

Zahlen war nur eine abkürzende Bezeichnung für eine specielle Art wiederholter Addition, und würde

demnach, wenn man nur mit ganzen positiven Zahlen rechnete nicht als eine neue Operation anzusehen

sein. Als Addition lässt sie sich jedoch nicht mehr erklären für die allgemeinen negativen und ge-

brochenen Zahlen, noch weniger für die später einzuführenden complexen Zahlen. Deshalb ist sie wirk-

lich eine neue Rechnungsart. Die beiden Operationen

Addition und Multiplication

uud die ihnen entgegengesetzten

Subtraktion und Division

bilden die vier Grundrechnungsarten (Species) ausser denen die gesammte Mathematik bis jetzt keine

weiter besitzt, weil sie durch keine Aufgabe veranlasst worden ist, neue einzuführen. Wenn schon es

richtig ist, dass die Auflösung der höhern Gleichungen zu der Erfindung der sogenannten irrationalen

und imaginären Zahlen geführt hat, so ist doch diese Art der Einfuhrung jener Zahlen keine noth-

wendige, namentlich keine erschöpfende, und man braucht nicht das Auflösen der höheren Gleichungen

als neue Rechnungsart anzusehen. Allerdings leistet uns die Aufgabe der Auflösung höherer Glei-

chungen bei der Zahlenbildung einen vorzüglichen Dienst, indem sie uns zur Einführung der gebräuch-

lichen complexen Zahlen zwingt, während andere wohl mögliche und auch von Mathematikern unter-

suchte den Zahlen verwandte Gebilde keine neuen analytischen Aufgaben lösen, und daher wohl

eingeführt werden können, aber nicht eingeführt zu werden brauchen.

Es giebt Aufgaben, und unter ihnen so elementare, wie das Auffinden einer Zahl x, welche mit

sich selbst multiplicirt 2 giebt*), die mit den gewöhnlichen bislang betrachteten Zahlen nicht gelöst

werden können, während man leicht eine Reihe von Zahlen findet, von denen jede der Lösung des

Problems näher und näher kommt. Bilden wir z. B. die Reihe von Zahlen

a;, = 1; .,;., = 1,4; X. = 1,41; x^ = 1,414; x^ = 1,4142; x^ = 1,41421; x, = 1,414213; . .

die man nach der Regel der Wurzelausziehung bildet, so findet man, dass durch keine der Zahlen a;„

Xi, x-i, . . die Gleichung x.x—'i = befriedigt wird, dass aber die linke Seite dieser Gleichung einen

absolut genommen kleinern und kleinern Werth erlangt, und zwar einen beliebig kleinen, wenn man

in der Zahlenfolge Xi, x^, x^, . . für x Zahlen a;„, a;„+i, . . wählt, deren Index (w, w+1, . .) grösser

und grösser wird. Das nicht vorhandene, also ideale Resultat dieses Processes in der Folge xi, x^,

x-i, . . weiter und weiter vorwärts zu gehen, wird mit i/2 bezeichnet, und unter die Zahlen aufge-

nommen. Zur Aufnahme solcher idealer Gebilde unter die Zahlen wird man berechtigt sein, sobald

man eine Definition für die Grösse solcher Zahlen findet, welche auch auf die schon vorhandenen Zahlen

anwendbar ist, so dass jede solche neue Zahl einen bestimmten Platz unter oder zwischen den schon

vorhandenen Zahlen einnimmt, und sobald man zeigen kann, dass die für die schon eingeführten

Zahlen giltigen Rechnungsregeln sich widerspruchslos auf die. neuen Zahlen ausdehnen lassen.

Wir sagen a gehöre zur Folge

(«1, flo, «3, . . ff„, . .)

wenn a das ideale Resultat des Processes ist, aus der Folge immer spätere und spätere Zahlen zu nehmen,

*) Dies weist man mit Hilfe elementarer Sätze aus der (engern) Zahlentheorie leicht nach. Wäre a; = |/2 =
p : q, und p:q auf die kleinste Benennung gebracht, so müsste 1 = pp:qq sein, also p durch q theilbar sein. Dass

aber \/l keine ganze Zahl ist, ist evident.



gleichviel, ob eine solche Zahl a unter den gemeinen Zahlen vorhanden ist oder nicht. Sind die Zahlen

ön, «n+i, • • von einem bestimmten n ab alle einander gleich, so ist «„ selbst die zur Folge gehörende Zahl.

Gehört a' in gleicher Weise zur Folge («',, a'„, a'^, . .), so ist a > «', wenn die Diiferenzen

ö,

—

a\, a.y— «!>, • (In
—

a'a,

von einer bestimmten ab immer, d. h. so weit man sie auch bilden mag, grösser als eine angebbare

positive Zahl sind. Werden aber die Differenzen von einer bestimmten ab, absolut genommen kleiner

und kleiner, kleiner als jede noch so klein vorgegebene absolute Zahl, so ist a = a'.

Um a mit der gewöhnlichen Zahl b zu vergleichen braucht man nur b durch die Folge

{h, b, b, . .,b, . .)

zn definiren, und es ist a'> b, bez. a = b, wenn die Differenzen

aj

—

b, 02

—

b, n^— b, . . a„

—

b, . .

von einer bestimmten ab über einer positiven Zahl c bleiben, oder zu Null herabsinken, d. h. beliebig

klein werden.

Giebt es eine Zahl b von der Beschaffenheit, dass die Differenzen

«1— b, «2

—

b, . . a„

—

b, . .

weder dem absoluten Betrage nach von einer bestimmten ab kleiner als jede noch so klein vorgegebene

Zahl werden, noch auch von einer bestimmten ab dasselbe Vorzeichen behalten, so würde die Zahl a,

wenn wir eine solche zur Folge (ui, a^, . ., a„, . .) gehören lassen wollten, weder grösser noch kleiner

noch gleich b sein, sie würde deshalb keinen bestimmten Platz in Bezug auf die gemeine Zahlenreihe

einnehmen, und demnach werden wir zur Folge (ai, a^, . ., a„, . .) überhaupt keine Zahl gehören
lassen können. Eine solche Folge hat keine Bedeutung für die Bildung der Zahlen.

Damit a einen bestimmten Platz innerhalb der Zahlenreihe einnehme, ist nothwendig und hin-

reichend, dass man, was auch m für eine positive ganze Zahl sein mag, n so gross annehmen könne, dass

ttn+m «n

beliebig klein wird, d. h. kleiner als jede noch so klein vorgegebene absolute Zahl 6.

In der That giebt es alsdann keine Zahl b, weder eine gewöhnliche, noch eine durch eine

Folge derselben Art definirte Zahl, die nicht entweder bestimmt grösser oder kleiner oder gleich a

wäre. — Die Zahl b sei definirt durch die Folge {b^, b^, . ., b,, . .) worin die Zahlen bi, b^, . alle oder

von einer bestimmten ab alle einander gleich sein können, worin aber bn+m— 6« dem absoluten Betrage

nach für jedes positive m dadurch beliebig klein gemacht werden kann, dass n gross genug genommen
wird. Alsdann bleiben die Differenzen a„— b„ von einer bestimmten ab entweder stets über einer be-

stimmten positiven Zahl c oder unter einer bestimmten Zahl — c oder werden beliebig klein.

Ist nämlich Om—S™ = rfm, so kann der absolute Betrag von 6.n-{^
—

(5k = (a«+m

—

ci?i)— {bn+m
— &„) dadurch beliebig- klein gemacht werden, dass man n gross genug nimmt. Nun können drei Fälle

eintreten. Entweder ist 6^, 6^, 6^, . . eine Folge, deren Elemente sich der Null immer mehr näheren,

dann ist a=-b. Oder d„ bleibt positiv immer über einer Zahl c, dann ist & < a, oder bleibt für

wachsende n immer unter einer negativen Zahl — c, dann ist b > a.

Der Fall endlich, dass die Differenzen öj, 6o, . . 6„, . . von einer bestimmten ab weder beliebig

klein, noch fortwährend grösser als eine bestimme Zahl wären, dass also zur Folge 6^, d.^, . . keine be-

stimmte Zahl gehöre, kann nicht eintreten. Angenommen es liesse sich einerseits die ganze positive

Zahl m immer wieder so bestimmen, dass 6n+m grösser als die bestimmte absolute Zahl c wäre, wie
gross auch m sein mag, und es Hessen sich für m andererseits immer wieder Werthe m' finden, für

welche dn+m- negativ oder auch nur kleiner als ic wäre, so würde die Differenz 6n+m— ^n+m- immer
wieder grösser als ic werden, wie gross auch n sein mag. Dies ist nicht möglich, weil

ä„+m— dn+m' = (ün+m— ««+,«')— (&«+»»— bn+m')

durch Annahme hinlänglich grosser n beliebig klein gemacht werden kann.

Nennen wir eine Folge a^, a^, . . a^ . . eine reguläre, wenn a„-|-,„— a„ beliebig klein gemacht



werden kann durch Annahme hinlänglich grosser n, so ist hiernach die Einordnung der durch reguläre

Folgen definirten Zahlen in die gemeinen Zahlen der Grösse nach eine völlig bestimmte, sowie sie

auch unter sich in ihren Grössenverhältnissen genau bestimmt sind. Von dieser Seite her steht also

der Einführung dieser Zahlen, welche, wenn sie unter den gemeinen nicht vorhanden sind, irrationale

oder transcendente Zahlen heissen, nichts entgegen. — Die Bezeichnung transcendente Zahlen wird viel-

leicht passender nur für eine bestimmte Gattung unter den irrationalen Zahlen gebraucht, weshalb wir

hier nur das Wort , irrationale Zahlen" anwenden wollen.

Die Summe oder Diiferenz zweier durch reguläre Folgen definirten Zahlen a und b ist die zur

regulären Folge «i + ö| , aj ± ö-ji • •! «» ± *«> • gehörende Zahl. Dabei kann a„ = a„+i = On+a =
. ., oder auch bn = bn+\ = &n+2 = • • von einem bestimmten n ab sein. Die Summe oder Differenz

zweier solchen Zahlen ist eindeutig bestimmt.

Das Produkt a.b ist die zur regulären Folge ay-b^, a^.b^, . ., a„.b„, . . gehörende Zahl, deren

Bestimmtheit evident ist. Es kann nur verschwinden, wenn einer der Factoren verschwindet.

Der Quotient a:b ist die zur Folge

gehörende Zahl. Diese Folge ist eine reguläre, sobald b von Null verschieden ist, weil dann

anJ^:b„-i^m—an:b„ = {a„+mbn— a„ &„+,„): ö„.&„+m = l(a«+m

—

an)bn + anib„ bn+m)\ :b„.bnJ^

offenbar beliebig klein gemacht werden kann. Ist aber b der Null gleich, so dass by, b^, ..bn, absolut genom-

men kleiner und kleiner werdende Zahlen sind, so kann, wenn a auch Null ist, zur Folge 77, t-, • • it"; • •

^1 Öo Ort

gelegentlich eine bestimmte Zahl gehören. Man darf diese Zahl aber nicht als den Quotienten :

ansehen. Denn dass das Eesultat. unbestimmt ist, erkennt man sogleich, wenn man für die reguläre

Folge {bi, bi, . .) die in diesem Falle ihr gleichen Folgen

setzt, so dass also wie früher die Division mit der Null in jedem Falle untersagt ist.

Für Anwendungen erweist sich oft der Satz als bequem: Zwei Zahlen a und b sind gleich,

wenn sie aus gleichvielen Ganzen, gleichvielen Zehnteln, gleichvielen Hundertsteln etc. bestehen. Dieser

Satz ist richtig, denn schreibt man von den Zahlen erst die Ganzen, dann die Ganzen und Zehntel,

dann die Ganzen, Zehntel und Hundertstel etCi hin, so erhält man zwei Zahlenfolgen, die reguläre

sind, die zu a und & gehören, und deren Terme einander gleich sind.

Zwei Zahlen, von denen man nachweisen kann, dass sie sich um weniger als jede noch so

kleine Zahl unterscheiden, sind einander gleich. Die beiden Zahlen a und b mögen zu der Folge («1,

«2, . . a„, . .), (öl, &2) • bn, •) gehören. Dann ist a— b die zur Folge «t

—

b,, «2

—

h, • ein
— b„, . .

gehörende Zahl. Setzen wir a„

—

bn gleich ö„, so muss Ö1, öj, . . ö„, . . eine Folge sein, deren Tenne

beliebig klein werden. Denn blieben sie über einer Zahl 0, so würde sich a von b um mehr als ö

unterscheiden, was gegen die Voraussetzung ist. Zur Folge Ö1, Ö2, . . ö„, . . gehört also die Null, oder

es ist a— b = 0, a = b. w. z. b. w.

Gehört a zur regulären Folge «i, a-^, .. On, .., so kann n so gross genommen werden, dass

a—an beliebig klein wird. Denn es ist a— a» die zur Folge

«1 a„, «2 C'n, • • ^ 0,n, Cln+m «n, - •

gehörende Zahl. Diese Folge ist regulär, und durch Annahme eines hinlänglich grossen n kann man

bewirken, dass vom w-ten Terme ab, alle ihre Terme kleiner als sind, wie klein auch vorgegeben

wird. Also ist die zugehörige Zahl kleiner als 0.

Es drängt sich die Frage auf, ob man auf neue Zahlen treffen könne, wenn man eine reguläre

Folge von irrationalen Zahlen bildet. Diese Frage ist zu verneinen. Die reguläre Folge sei «i, a.2, . .

On, . . und «1, «2, • • seien irrationale Zahlen. Die Decimalzahlen a\, a'„, a'^, . . a'„, . . mögen mit «1,



«2, «31 .-««,•• bez. die Ganzen, die Ganzen und Zehntel, die Ganzen, Zehntel und Hundertstel, u. s. w.

gemein haben. Lässt man zur Folge der irrationalen Zahlen die Zahl a, zur andern Folge die Zahl

a' gehören, so ist die Differenz a— a' die Folge a,

—

a\, a,— a'^, a^— a\, . . a„— a'„, . . deren Terme
beliebig klein werden, und zu der daher die Zahl Null gehört, so dass a— a' = 0, a^ a' ist.

Wir weisen noch nach, dass die Aufgabe x.x= D, x = \/D (Quadratwurzel aus D) wenn D
eine beliebige positive, rationale (d. h. gewöhnliche Zahl, im Gegensatz zu den irrationalen Zahlen)

oder auch irrationale Zahl ist, nun stets gelöst werden kann.

Es giebt eine ganze Zahl a von der Beschaffenheit, dass «.« < i) = (« + 1) (a + 1) ist. Im Falle

der Gleichheit ist \/D = a-\- 1 gefunden. Im andern Falle giebt es eine ganze Zahl /? = 9 von der Be-

schaffenheit, dass {a, ß).{a, ß) < D^ (ß, ß')-{a, ß') ist, wenn ß' = ß-^\, und «, ß; a, ß' Decimalzahlen

sind. Im Falle der Gleichheit ist a, ß' = \,'D, und die Aufgabe lösbar. Im andern Falle giebt es eine

ganze Zahl y = 9 von der Beschaffenheit, dass («, ßy) . («, ßy) < ß ~ («, ßy')

.

(«, ßy') ist, wenn y' ^ y-j-i

ist u, s. w. Bilden wir nun die Folge

«, a, ß, ß, ßy, «, ßyd, . ., ß, ßy6 . . v, . . .,

so ist sie offenbar eine reguläre und es gehört eine gewisse Zahl d zu ihr. Diese Zahl ist gleich ]/D.

Denn d.d gehört zur Folge

a.a, (ß, ß).{a, ß), . . («, ßyd . . v).{a, ßyd . . v), . .,

deren Terme sich nach und nach beliebig wenig von D unterscheiden, und zu der also D gehört. Es
ist mithin d.d = D.

Dass es nur eine positive Zahl x giebt, die mit sich selbst multiplicirt D liefert, ergiebt sich

in folgender Weise. Wäre x' eine zweite solche Zahl, so müsste

sein. Da nun x + x' nicht Null ist, so muss x—x' Null, x = x' sein. Denn auch für iri-ationale,

durch Folgen definirte Zahlen ergiebt die Definition des Produktes zweier Zahlen sofort den Satz, dass

dasselbe nicht Null sein kann, wenn nicht ein Factor Null ist.

Ist aber x eine Lösung der Gleichung xx = D, so ist —x eine zweite, so dass das Zeichen

\/D zwei Werthe bedeutet, die durch nähere Bestimmung jedesmal zu fixiren sind.

§ 6. Die complexen Zahlen. Unter complexen Zahlen versteht man Ausdrücke die in der

Form einer Summe von gewöhnlichen Zahlen erscheinen, deren einzelne Posten aber in sofern ge-

wissermassen qualitativ von einander verschieden sind, als nur Zahlen gleicher Art miteinander der

Grösse nach verglichen und zu einander addirt werden können. Die Regeln für die Addition und Sub-

traktion der Zahlen einer und derselben Qualität sind die gewöhnlichen. Die Zahlen verschiedener

Qualität werden durch irgend eine Marke, am besten durch einen vorgesetzten Buchstaben von den

gemeinen Zahlen unterschieden. Zunächst betrachten wir Zahlen mit zvpeierlei Bestandtheilen, also

Summen die aus gemeinen Zahlen und Zahlen einer neuen Qualität bestehen. Letztere Zahlen unter-

scheiden wir von den gemeinen durch ein vorgesetztes j. Die Verknüpfungsregeln denen diese Zahlen

folgen, sollen die nachstehenden sein.

Es ist

a=a-^jß = a' = a'+jß'

dann und nur dann, wenn a ^ a', ß =/3' ist; anderfalls sind a und a' von einander verschieden.

Daraus folgt, dass a nur dann Null sein kann, wenn « sowohl, als auch jß Null ist. Es soll aber jß
Null dann und nur dann sein, wenn ß Null ist. Ferner ist

a±a' = {a± a') +j{ß ± ß').

Für ganze positive m folgt hieraus m.ja=j{a.m)^j{m.a). Dies Gesetz soll bestehen bleiben, wenn
m eine beliebige gemeine Zahl ist. Schreibt man für j\. einfach nur j, so folgt hieraus

Ja =j.a = a.j,

wobei noch die Vertauschbarkeit der Factoren im Produkt vorausgesetzt ist. Ferner soll

Thora.ie, Elementare Theorie der analytisohen Knnclionen. 2
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(jx+jß) {a'+jß') = (a'+jß') {a+jß) = a.a' +Jß.jß' + j{a.ß'+ a' .ß)

==a.a'+j.ß.j.ß'+j(a.ß'+a\ß)==a.a'+j.j.ß.ß'+j(a.ß' + a'.ß)

sein, es soll also die Vevtauschbarkeit der Factoren stattfinden und das Produkt zweier Zahlen soll

wie das Produkt zweier Summen durch gliedweise Multiplication gefunden werden.

Endlich soll noch f.j eine complexe Zahl von der Form a+jr sein, so dass das Produkt

zweier complexen Zahlen eine complexe Zahl derselben Art wird. Ohne die Allgemeinheit zu be-

schränken lässt sich annehmen, dass r (also jr) Null sei. Denn setzen wir f = p-^j\ j==f—p,

so ist

j.j = j'.j'—lp ./ + j5 .J5
= ö + t;'= o—Tp + t/, /./ = —p .p + ö—rp + {2p + t) ./.

Nimmt man nun die Zahl —h: für p, so ergiebt sich für /./ eine gemeine Zahl. Das Gebiet der

Zahlen a + ßf enthält alle Zahlen des Gebietes 7 + Öj und umgekehrt, so dass in der That die All-

gemeinheit nicht beschränkt wird, wenn j.j= angenommen wird, während eine gemeine Zahl be-

deutet. Dann ist aber

a.a' = {a-\-jß){a'-^jß') = a.a'+o.ß.ß'+j{a.ß'-^a'.ß).

Zuerst werde nun für die Null gewählt. Dann ist jß .jß' = , und es giebt demnach un-

endlich viele Zahlen des Systems der Zahlen a-\-jß deren Produkt versehwindet, ohne dass ein Factor

verschwindet. Die Division mit einer solchen Zahl, die mit einer andern das Produkt Null bilden

kann, ist völlig unbestimmt, z. B. die Division mit j selbst. Denn verstehen wir unter dem Quotienten

a:j diejenige Zahl, die mit j multiplicirt a liefert, so ist

und 7.7' kann jede beliebige gemeine Zahl sein. Das Problem x.x^^ besitzt unter den gemeinen

Zahlen schon eine Lösung, während hier noch unendlich viele willkürliche Lösungen hinzugefügt werden.

Ein neues arithmetisches Problem indessen wird mit diesem Zahlensystem nicht gelöst, weshalb das-

selbe den Stempel der Willkürlichkeit an sich trägt, und ihm die Nothwendigkeit mangelt.

Demnach liegt kein Grund vor diese Gebilde als neue Zahlen in die Arithmetik einzuführen.

Ist aber von Null verschieden, etwa gleich -^(».(o (die Zahl <a ist nach dem Frühern immer

vorhanden), so kann man, ohne die Allgemeinheit zu beschränken, co gleich Eins annehmen, weil man
die Substitution j= coj' machen kann, wonach /./ = ± 1 ist.

Wäre nun j .j^ 1, so würde j.j— 1 = {j— 1) (y+ 1) = sein, und es würde das Produkt

zweier Zahlen, und in Folge davon das Produkt unendlich vieler anderer Zahlen — («

—

ja) {ß+jß)
= — verschwinden, ohne dass ein Factor verschwindet. Ein schon anderweitig lösbares Problem

x.x= 1, würde in willkürlicher Weise nochmals gelöst {x = + i, x = ± f) während neue arithme-

tische Probleme nicht gelöst werden. Diese Zahlen sind ebenso willkürliche und ebenso wenig

nothwendige als die vorhin besprochenen Zahlen, weshalb kein Grund vorliegt sie in die Arithmetik

einzuführen.

Es darf jedoch nicht verschwiegen werden, dass die Einführung von dergleichen Zahlen in der

Zahlentheorie im engern Sinne von erheblichen Nutzen sein kann. Ist D eine ganze positive Zahl,

aber nicht das Quadrat einer solchen, so kann man « -f |3 \/£) als ein Zahlensystem auffassen, wenn

« und ß nur positive oder negative rationale Zahlen sind. Alsdann findet sich \/J) unter den Zahlen

«, ß nicht vor und es kann ein Produkt zweier Zahlen des Systems {a + ß[/I)) (a' + ß'\/l)) nicht ver-

schwinden, ohne dass ein Factor Null ist. Ein Factor a-\-ß\/D ist aber nur Null, wenn sowohl a als

auch ß Null ist, weil ±{a:ß) niemals /Z) sein kann. In der (engern) Zahlentheorie werden solche

Zahlensysteme in der That betrachtet und mit Erfolg auf die Theorie quadratischer Formen angewandt,

aber sie gehören eben nur in die (engere) Zahlentheorie, nicht in die allgemeine Arithmetik.

Ist endlich j .j= — 1, in welchem Falle i für/ nach Gauss gesetzt wird, so zeichnen sich

diese Zahlen vor den betrachteten sofort dadurch aus, dass eine bisher nicht lösbare analytische Auf-

gabe durch sie ihre Lösung findet, nämlich die Aufgabe



11

x.x = — 1
,

der x ^ ± i genügt. Ferner kann das Produkt

{a + m{ct' + ß'i)

nicht Null sein, ohne dass einer der Factoren Null ist. Denn da das Produkt gieicli «.«'— ß-ß' +
i{a.ß' + a' .ß) ist, so ergiebt dasselbe nur Null, wenn a.a' = ß.ß' und a.ß'

^

— a'.ß ist. Durch

Multiplication dieser beiden Gleichungen folgt a.a.a' .ß' = — ß.ß.a'.ß', a.a + ß.ß = 0. Dies ist

nur dann möglich, wenn « und ß zugleich Null sind. Unsere Schlussweise bedarf dann nur geringer

Modification, wenn a' oder ß' Null wäre.

Diejenige stets Torhandene positive Zahl q, die mit sich selbst multiplicirt aa + ßß liefert

Q = i/(ßa + ßß) = abs (a + ßi)

wird der absolute Betrag von a-\-ßi genannt. Der absolute Betrag jeder von Null verschiedenen

Zahl ist von Null verschieden. Der reelle Bestandtheil von a -f ßi ist die Zahl «, der imaginäre ßi.

Die Zahl «

—

ßi heisst der Zahl « + ßi conjugirt. Die Summe conjugirter Zahlen ist reell, und das

Produkt conjugirter Zahlen giebt den absoluten Betrag derselben, ist also positiv reell.

Die Division ist eine eindeutige Operation, und nur dann nicht ausführbar, wenn der Nenner

Null ist. Setzt man
(ß + ^0 : (r + <^i) = x+ yi,

so ist

a + ßi = (x + yi) (/ + 6i) = yx—öy + i{x6+ yy)

a = yx— 6y, ß^xö+ yy

ay + ßö ßy— aö
^ — yy+äö' ^ ~ yy + 66'

§ 7. Einige fundamentale Sätze der Rechnung mit complexen Zahlen. Das Problem

x.x^a = a + ßi

ist stets (zwiefach) lösbar. Setzen wir x = a + zi, so ist

a + ßi = ö6—TT + 'löri, « = öö

—

tt, j9 ^ 2öt,

ßß
a == öö— ^-i-, 4öööö—4aöö

—

ßß = (2(Jö

—

a) (2öö—«)—(«« -{- ßß) =
2oo—a = \/aa + ßß,

und da öö positiv ist, so ist die Wurzel positiv zu nehmen. Daraus folgt weiter

0= ±[/i{a + \/{aa + ßß)), t = ß:1ö.

Die beiden Lösungen sind also durch das Vorzeichen verschieden, ihre Summe ist NulL

Leicht beweist man den Satz

abs («) . abs (a') = abs (a . «').

Es sei a = a-\-ßi, a' = a' + ß'i, aa' = aa'—ßß' -\-i{aß' + a'ß), so ist zu erweisen, dass

(«« + ßß) {a'a' + ß'ß') = {aa'—ßß') (aa'—ßß') + (aß' + a'ß) (aß' + a' ß)

sei. Die gliedweise Ausführung der Multiplication zu beiden Seiten dieser Gleichung ergiebt die Rich-

tigkeit des aufgestellten Satzes.

Sehr häufig macht man von dem Satze Gebrauch:

abs (a + a') = abs (a) + abs (a').

Es ist zu erweisen, dass, die Wurzeln positiv genommen,

]/\(a+ «0 (a + «0 + (ß + ß') (ß + ,90 ( = /(«« + ßß) + l/(«'«' + ß'ß')

sei. Dies findet statt, wenn

(« + «0 (« + «0 -\-(ß + ß') (ß + ß') ^aa+ßß + a'a' + ß'ß' + 2/(aa + ßß) . ^(a'a' + ß'ß')

ist, oder wenn
. ««' + ßß' ^ ^(aa -f ßß') . \/(a'a' + ß'ß')

2*
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ist. Nun besteht aber die Beziehung

aaß'ß' + ßßa'a'—2aa'ßß' = {aß'—-a'ß) (aß'—a'ß) ^0,
woraus folgt

aaß'ß' + a'a'ßß = 'laa'ßß',

auß'ß' + a'a'ßß + aaa'a' + ßßß'ß' = ißu + ßß) {aa + ßß) ^ {aa' + ßß') {aa' + /i(3')>

und mithin ist

aa' + ^/3' = !/(«« + /3^) •/(«'«' + ß'ß'),

wenn die Wurzeln jjositiv genommen werden, und somit ist der Satz ervxjesen.

§ 8. Complexe Zahlen mit drei Einheiten. Wir sahen, dass Zahlen von zweierlei

Qualität auf eine Summe zurttckkamen, von der der eine Bestandtheil a, der reelle Bestandtheil, an-

giebt, wie viel mal die Zahl die Eins enthält, der andere Bestandtheil, ßi angiebt, wie viel mal die

Zahl eine specielle Zahl, i = \/
— 1, die man imaginäre Einheit nennt, enthält. Wir können also die

complexen Zahlen auch als Zahlen auffassen, die aus Multiplis zweier Einheiten zusammengesetzt sind.

Der Gedanke liegt nahe, Zahlen zu schaffen, welche noch mehr Einheiten oder Qualitäten enthalten.

Es genügt, Zahlen mit drei Einheiten zu untersuchen.

Die dritte Einheit neben 1 und i sei /. Dann können wir die neuen Zahlen in die Form setzen

a = a+Jß,

wenn a und ß gemeine complexe Zahlen sind. Eine gleiche Schlussweise wie die im § 6 angewandte

führt dazu, dass man ohne die Allgemeinheit zu beschränken für die Multiplication J.j = ö annehmen kann,

wenn ö eine complexe Zahl aus den Einheiten 1 und i ist. Es genügt aber weiter die beiden Fälle

j,j=0 undy.y=l zu betrachten, weily = /ö./ gesetzt werden kann, und /ö immer vorhanden

ist. In keinem Falle wird durch diese Zahlen ein neues Problem gelöst, in jedem Falle werden schon

vorhandenen Lösungen einiger einfachen Probleme willkürliche neue Lösungen hinzugefügt. Diese

Zahlen sind keine noth wendigen und deshalb aus der Arithmetik auszuschliessen, während solche

und ähnliche Zahlensysteme in der (engern) Zahlentheorie allerdings nützliche Verwendung finden.

Gleicbes gilt von Zahlen mit vier, fünf etc. Einheiten. Anders verhält es sich mit Zahlen, die unend-

lich viele Einheiten enthalten, auf solche Zahlen werden wir an anderer Stelle zurückkommen. Die An-

nahme einer nur endlichen Anzahl von Einheiten bewirkt, dass das Produkt zweier gleichen oder un-

gleichen Einheiten eine Zahl sein muss, die sich durch die vorhandenen Einheiten ausdrücken lässt.

Es sind von Mathematikern zahlenähnliche Gebilde construirt worden, welche mehr als zwei

Einheiten enthalten. Die bekanntesten sind die Hamilton'schen Quaternionen, welche vier Einheiten

enthalten. Diese Gebilde sind symbolische Bezeichnungen für geometrische oder mechanische Be-

ziehungen, und sind zwar mögliche doch durchaus willkürliche nirgend nothwendige Erweite-

rungen des Zahlenbegrifles. Das vornehmste Gesetz der Produktbildung a.b = b.a ist bei ihnen auf-

gehoben und es wird also das Produktzeichen da angewandt, wo es eine von der für gevi^öhnliche

complexe Zahlen bestehenden grundverschiedene Bedeutung hat. Im sogenannten Logikkalkul gestaltet

sich sogar schon die Addition völlig anders als füi- gemeine Zahlen, indem dort

a + a+ • • + a = a

ist. Ich bin der Meinung, dass Untersuchungen über solche Gebilde nicht in die Arithmetik aufzu-

nehmen sind, dass sie andern Gebieten als der reinen Algebra angehören.

§ 9. Graphische Darstellung der complexen Wahlen. Nachdem wir zu den allge-

meinen complexen Zahlen in rein formaler Weise gelangt sind, und wir uns dabei des Grössenbegriffes

wie er sonst geläufig ist, ausser bei der Bildung der ganzen Zahlen gänzlich enthalten haben*) (denn

die complexen Zahlen sind im gewöhnlichen Sinne keine Grössen, obschon dieser Name für sie ohne

Schaden mit dem der Zahlen abwechselnd angewandt wird), so bedienen wir uns doch des Umstandes,

dass manche Vorgänge und Thatsachen der Massgeometrie eine auffallende Uebereinstimmung mit

*) Wo der Begriff grösser oder kleiner vorkam, wurde er formal definirt.
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Eechnmigsoperationen zeigen, um das Zahlensystem mit Vorstellbarem zu verknüpfen oder, wie wir

sagen, uns eine Abbildung desselben zu versebaffen. Das Haften unserer Vorstellung an einem solchen

Bilde erleichtert uns zuweilen das formale Denken, und die geometrische Darstellung gewährt nanieut-

lich eine bequeme Terminologie für manche arithmetische Beziehungen. Der Gefahr, arithmetische

Sätze durch geometrische Betrachtungen erweisen zu wollen, weil dies oft leicht erscheint, muss man
allerdings sorgfältig aus dem Wege gehen, weil ein solcher Beweis nicht jedesmal arithmetisch bin-

dend ist. Volle Strenge kann man derartigen Beweisen nur dann zugestehen, wenn man die den geo-

metrischen zum Beweise dienenden Beziehungen entsprechenden analytischen Relationen für den

ganzen Gang des Beweises fortlaufend angeben kann.

Auf einer geraden Linie, sie liege horizontal vor ims, nehmen wir einen festen Punct au und

schreiben au seine Stelle die Zahl KuU, wir denken uns die Stelle, den Punct als Träger der Zahl

Null. Sodann nehmen wir eine bestimmte Strecke, die Einheit des Masses, und tragen sie von Null

aus in der Richtung von links nach rechts ab. An ihren Endpunct setzen wir die Eins, denken dieseu

Punct als Träger der Zahl Eins. Tragen wir dieselbe Strecke wiederholt in derselben Richtung ab,

so erhalten wir die Träger der Zahlen 2, 3, . ., tragen wir aber die Strecke wiederholt von Null aus-

gehend von rechts nach links ab, so erhalten wir die Träger der Zahlen — 1, — 2, — 3, . . . Theileu

wir dann nach den Regeln der messenden Geometrie die Strecken zwischen zwei aufeinanderfolgenden

ganzen Zahlen, von +a bis ±n+l in 7i gleiche Theile, so nehmen wir den mten Theilpunkt zum

Träger der Zahl ±a-\ . Die zu m:n gehörende Strecke hat wie die Zahl m : n die Eigenschaft,

dass ihr n-faches die Strecke m bez. die Zahl m ist. Die Zahl m:n pflegt die Masszahl der Strecke

^ von bis zum Träger von m : n genannt zu werden. Die Träger der irrationalen Zahlen sind durch

gleiche Grenzpiocesse zu finden als die Zahlen selbst, zuweilen lassen sie sich genau construiren, z. B.

1/2 als Diagonale eines Quadrates mit der Seite Eins. Ist a > ß, nach den im § 5 für Grössenver-

gleichungen gegebenen Regeln, so ist die Sti-ecke 0« (von Null bis a) grösser als die Strecke 0^, Ö^
bildet einen Theil von 0«, wenn « und ß beide positiv sind. Sind sie beide negativ, so ist (üx <Öß
wenn a > ß ist. Sind « und ß von entgegengesetzten Zeichen, etwa a positiv und ß negativ, so folgt

aus der nun selbstverständlichen Gleichung a > ß nichts über das Grössenverhältniss der Strecken,

sondern nur das, dass sie verschieden gerichtet sind. Diese Abbildung der reellen Zahlen ist offenbar

eine solche, dass jeder reellen Zahl ein bestimmter Punct, und umgekehrt jedem Puncte eine bestimmte

Zahl entspricht. Denn wird ein Punct beliebig gewählt, so wird man eine Folge anderer Puncte, die

Träger rationaler Zahlen sind, so bestimmen können, dass diese demselben beliebig nahekommen.
Dadurch erhält man eine diesem Puncte entsprechende reguläre Zahlenfolge, und somit eine dem Puncte

entsprechende Zahl.

Nun zieht man weiter eine Gerade, welche die erste Gerade im Puncte Null schneidet, und
zwar nimmt man (am einfachsten und somit am besten) diese Gerade senkrecht zur ersten an. Den
Puncten dieser Geraden lässt man die mit i multiplicirten, also rein imaginären Zahlen gerade so ent-

sprechen, wie die reellen Zahlen den Puncten der ersten Geraden, indem man sich beim Abtragen der'

Strecken desselben Massstabes, derselben Einheit bedient. Es ist üblich, die positiv imaginären Zahlen
oberhalb der reellen Geraden oder der reellen Achse aufgetragen zu denken und eine Drehung durch

welche die reelle positive Achse sich der positiv imaginären Achse nähert, die also der des Zeigers

einer Uhr entgegengesetzt ist, eine positive Drehung zu nennen. Von einem Puncte der Ebene der

beiden Achsen, fällt man Lothe auf sie. Ist die Entfernung von der imaginären Achse a (positiv oder

negativ je nach dem der Punct mit der positv reellen Achse auf derselben Seite der imaginären Achse
liegt oder nicht) und ist das Mass der Entfernung von der reellen Achse ß (positiv oder negativ, je

nach der Lage zur reellen Achse), so ist der Punct Träger der complexen Zahl a + ßi. So ent-

spricht jedem Puncte der Ebene eine und nur eine Zahl, jeder Zahl ein und nur ein Punct der Ebene.

Die Entfernung des Trägers einer Zahl vom Puncte Null (natürlich gemessen durch den Mass-

stab, der zur Bestimmung der Lage des Trägers selbst diente) ist gleich dem absoluten Betrage der
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Zahl, wie der Pythagoreische Lehrsatz zeigt. Ist von einer Zahl der absolute Betrag gegeben, so

müsste man zur völligen Bestimmung der Zahl noch den Winkel kennen, den der Radiusvector des

Trägers der Zahl, der eben durch den absoluten Betrag gegeben ist, mit einer festen Richtung, etwa

der positiv reellen Achse bildet. Durch diesen Winkel würde der Träger der Zahl geometriscli völlig

bestimmt sein, und die Entfernung desselben von den Achsen, der reelle und der imaginäre Theil der

Zahl, sind messbar. Diesen Winkel nennen wir den „Winkel der Zahl". Das arithmetische Verhält-

niss jedoch, welches zwischen diesem Winkel, (dessen Verhältniss zu den Zahlen, dessen Mass selbst

noch festzustellen wäre) und dem absoluten Betrage einerseits und zwischen dem reellen und imaginären

Bestandtheile andrerseits besteht, ist zu complicirt, als dass es hier schon erörtert werden könnte.

Der absolute Betrag der Differenz zweier Zahlen ist die Strecke zwischen den Trägern dieser

Zalilen, der Winkel der zu dieser Differenz gehört (zu jeder Zahl gehört ein bestimmter Winkel) ist

derselbe den die vom Träger des Subtrahendus zum Minu-

endus gerichtete Strecke mit der reellen Achse bildet. Sind

a' = a' -\- ß'i, a" = a" + ß"i die Za,hlen, und ist a == « + /^«

ihre Differenz a"— a' , so sind die Dreiecke (a', «", &) und

(0, ß, a) congruent, und demnach Strecke (a', a") gleich

Strecke (0, a) und l_{a'a", a'b) = /_{0a, 0«). Dabei ist a'b

parallel der Achse der reellen Zahlen. Aus dieser geome-

trischen Betrachtung fliesst die Richtigkeit des ausge-

sprochenen Satzes.

Alle Zahlen x, welche der Gleichung abs {x— a) = Q

genügen, liegen auf einem Kreise, dessen Radius q, dessen

Mittelpunct der Träger von a, oder kürzer gesprochen, dessen

Mittelpunct a ist. Alle Zahlen, welche der Ungleichung

abs (x—n) < p genügen, oder vielmehr ihre Träger, liegen im Innern desselben Kreises. Aus diesem

Beispiele ersieht man schon, welchen Nutzen wir für die Terminologie aus der Abbildung ziehen

können, wenn es sich um die Bestimmung von Zahlengebieten handelt, wir können nämlich obige Un-

gleichheit ersetzen durch die Redeweise: die Zahlen deren Träger im Innern eines Kreises liegen.

Addirt man zwei Zahlen «' = «' + ß'i und a" = a" + ß"i zu einander, so erhält man den

Träger der Summe a dadurch, dass man a" an «', ß" an ß' fügt, in der Richtung von links nach rechts

bez. von unten nach oben, wenn a", ß" positive Zahlen sind, in der entgegengesetzten, wenn sie negativ

sind. Die Summe hat zum absoluten Betrage die Strecke zwi-

schen und a= «' + «", a' die Strecke zwischen und a', a" die

Strecke zwischen a' und «. Da nun nach einem Satze der

Massgeometrie die Seite Oa kleiner, höchstens gleich ist der

Summe der Seiten üa', a'a, so folgt hieraus der schon einmal erwiesene

Satz abs {af + a") = abs (a') + abs (a"). Der Fall der Gleichheit

tritt ein, wenn das Dreieck in eine Gerade ausartet, wenn a' und

a" denselben (nicht entgegengesetzte) Winkel haben.

Auf diese Darstellung complexer Zahlen durch Punete

einer Ebene gründen wir später die Theorie der conformen Ab-

bildungen.

Es mag hier einige neuere Literatur über Zahlen und Zahlensysteme folgen.

Hankel, Theorie der complexen Zahlensysteme. Leipzig 1867.

Heine, Elemente der Functionenlehre. Crelle's Journal B. 74.

Kossak (nach Weierstrass), Die Elememente der Arithmetik. Programm. Berlin 1872.
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Odstrcil, Kurze Anleitung zum Rechnen mit den Hamilton'schen Quaternionen. Halle 1879.

Schröder, Arithmetik und Algebra. Leipzig 1873

In den Lehrbüchern der algebraischen Analysis pflegen Betrachtungen über Zahlen enthalten

zu sein. Die Hamilton'schen Quaternionen sind dem Wesen nach auch in Grassmann's Arbeiten

enthalten.

Allgemeine Sätze über unendliche Zahlenfolgen, Eeihen

und Produkte.

§ 10. Eine Zahlenfolge, deren Terme niemals ab- oder niemals zunehmen, und
endlich bleiben, ist eine reguläre Folge. Es sei a^, «2, %, . . a„, . . eine Folge deren Terme

von einem bestimmten ab niemals abnehmen. Alsdann muss, wie klein auch ö vorgegeben werden

mag, für jedes beliebige positve 7n eine bestimmte Zahl n vorhanden sein für welches die Differenz

On+m— «n kleiner als ö wird. Denn im andern Falle hätte man «n+m = «»+ ö', «n+m- = a„-^,„ + ö",

a„+m" = cin+m' + o'", . . t?i <. m' < iTi" < . .,
ö' > ö, o" > ö, . . uud es wäre mithin

und es müsste also a^ mit wachsendem v grösser als jede Zahl werden, weil y, beliebig gross gemacht

werden kann, die Terme würden über alle Grenzen wachsen, was gegen die Voraussetzung ist. Dem-
nach gehört zu einer niemals abnehmenden Folge deren Terme endlich bleiben, eine bestimmte Zahl.

Die Richtigkeit des Satzes für niemals zunehmende Folgen leuchtet nun von selbst ein.

Soll die Zahl unter den Termen selbst vorkommen, so müssen diese von einem bestimmten

ab alle einander gleich sein.

§ 11. Jede unendliche Folge endlicher Zahlen besitzt eine obere und untere

Grenze. Dieser Satz besagt, wenn ai, «2> . a« . • eine beliebige (also im Allgemeinen nicht

reguläre) Folge endlicher Zahlen ist, so giebt es eine Zahl G von der Beschaffenheit, dass kein

Term unter den Termen «i, a^, . . vorhanden ist, der grösser als G wäre, dass aber andrerseits

Terme vorhanden sind, die entweder G gleich sind, oder doch Terme die von G beliebig wenig ver-

schieden sind. Im letztern Falle kommt die obere Grenze G der Folge nicht selbst als Zahl* unter

den Termen a vor. Ebenso giebt es eine untere Grenze g von der Beschaffenheit, dass keiner der

Terme a^, a-i . . unter g herabsinkt, wohl aber Terme vorhanden sind, die beliebig wenig von g
verschieden, oder g gleich sind.

Beweis. Die Terme «j, «2, % . . a„ . . gehen dem absoluten Brage nach nicht über eine be-

stimmte Zahl M hinaus nach der Voraussetzung. Wir bilden eine neue Folge «,, &2j &3 • • ö« . . auf

folgende Weise, 1)% sei unter den Termen a^, a^, . . Om der erste der grösser als «i ist. Giebt es keinen

solchen Term, so ist «, die obere Grenze der Folge und sie wird von diesem Term wirklich erreicht.

Giebt es einen solchen Term, etwa ai so sei Ö3 der erste Term etwa cim der grösser als ai ist, in der

Folge der a, b^ = a„ sei der erste Term der grösser als «„ ist u. s. w. Bricht die Folge a^, 02, b^ . .

einmal ab, d. h. giebt es unter den Termen «i, a^ . . einen solchen, dass keiner grösser als dieser ist,

so ist derselbe die obere Grenze der Folge, und sie wird wirklich erreicht. Bricht die Reihe der b nicht

ab, so ist «1, &2, &3 . . eine niemals abnehmende Folge zu der nach dem vorigen Paragraphen eine

bestimmte Zahl G gehört. Unter den Termen b, mithin auch unter den Termen a sind solche vor-

handen, die sich von G beliebig wenig unterscheiden, weil b„^m— b„ dadurch beliebig klein gemacht

werden kann (§ 10), dass« gross genug genommen wird.

Der Satz für die untere Grenze leuchtet nun von selbst ein.
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Als Beispiel diene die Zahlenfolge

^ 2' ^ + 3' ^ 4' ^ + 5' •• ^ 2w' ^+2«+i' •

•

Die obere Grenze, die niemals erreicht wird, ist + 1, die untere, die ebenfalls nicht ei-reieht wird ist — 1.

Zusatz. Sind die Zahlen der Folge «i, a^^ . . a„, . . sämmtlich voneinander verschieden und

endlich, so giebt es mindestens eine Zahl m von der Beschaffenheit, dass unendlich viele Zahlen unter

den Zahlen der Folge vorhanden sind, die sich von ?« beliebig wenig unterscheiden. Die Zahl m kann

selbst unte]- den Zahlen a vorhanden sein, oder auch nicht, sie werde eine Grenzzahl der Folge
genannt.

Ist die obere Grenze der Folge «t, «2 . • die Zahl G, die untere </, und ist h = i{G + g), so

giebt es unter den Zahlen a unendlich viele, deren Werth entweder zwischen g und h fällt, oder

unendlich viele deren Werth zwischen h und G fällt. Es seien ffi, G, die Zahlen, zwischen denen

unendlich viele a liegen, so ist gi entweder g oder h und Gi entweder h oder G. Ferner sei hi =
Hffi + ^i) (di® Mitte des Intervalles von g^ bis Gi), so liegen unendlich viele a der Folge entweder

zwischen gi, hi, oder zwischen hi, G^. Es seien g=i, G^ die Zahlen zwischen welchen unendlich

viele a der Folge liegen. Theilt man dies Intervall wieder in zwei gleiche Theile, sucht den Theil, in

dem unendlich viele Zahlen a liegen, theilt diesen wieder etc., so erhält man zwei Folgen

{9i,9i,9% • ), (öl, Ö2, Ö3 . .),

von denen die erste nie ab-, die zweite nie zunimmt, zu denen also bestimmte Zahlen und zwar die-

selbe Zahl gehört, weil zur Folge der Differenzen G^— g\^, G^— g^, . . oifenbar die Null gehört. Diese

Zahl ist die Zahl m. In der That liegt m zwischen g„ und G„, welche Zahlen wenn man n gross

genug nimmt, sieh um weniger als die beliebig klein vorgegebene Zahl ö unterscheiden, und in .das

Innere dieses Intervalles fallen (nach der Construktion dieses Intervalles) unendlich viele Zahlen der

Folge a.

Der Satz bleibt offenbar bestehen, wenn beliebig viele der Zahlen Oj, «2, . . eine endliche An-

zahl von Malen in der Folge vorkommen.

§ 12. Complexe Folgen. Wenn in einer unendlichen Folge von complexen Termen a,, a-i,

..«„,.. oder kurz zu reden, in einer complexen Folge der absolute Betrag von a„.^— a» für jedes

beliebige positive m dadurch beliebig klein gemacht werden kann, dass n gross genug genommen wird,

so nähern sich die Terme mit wachsenden 7i unaufhörlich einer bestimmten complexen Zahl a. Die

Folge ist eine reguläre complexe Folge und jene Zahl a gehört zu ihr.

Beweis. Es sei «i ^ «i + ß^i, a.^ = «2 + ß^i-i . . «n ^ «« + ßJ, . ., so ist

abs (a„-|-;„— a„) = («„+m— a«) (««-H»— ««) + {ßn+m—ßn) {ßn+m—ßn),

und dieser Ausdruck kann nur dann beliebig klein werden, wenn sowohl an-\^—«« als auch ßn-\-m
—ßn

beliebig klein werden. Unter diesei- Bedingung bilden aber sowohl die Zahlen aj, «2 •«», . als

auch die Zahlen ß^, ß^ . . ßn, . reguläre Folgen zu denen etwa die Zahlen « bez. ß gehören. Die

Zahl a= a + ßi gehört zur Folge a,, a-i, . . a„, . . .

Zusatz. Sind die absoluten Beträge der Zahlen der complexen Folge a^, a-i . a» . die

alle voneinander verschieden sein mögen, endlich, so giebt es eine complexe Zahl ?n von der Beschaffen-

heit, dass unendlich viele Zahlen unter den Zahlen a enthalten sind, die sich dem absoluten Betrage

nach beliebig wenig von ?« unterscheiden. Diese Zahl wird eine Grenzzahl der complexen Folge

genannt.

Beim Beweise dieses Satzes wollen wir uns der graphischen Darstellung der Zahlen a als

Hilfsmittel bedienen. Dadurch gewinnt der Ausdruck an Kürze, an Strenge aber geht deshalb nichts

verloren, weil man in jedem Momente der Beweisführung für die geometrischen Verhältnisse, die ent-

sprechenden algebraischen setzen kann, was eben nur den Ausdruck schwerfällig macht. — Es sei

a„ = a„ + ßni. Die obere und untere Grenze der Folge a seien bez. G und g, der Folge ß ZT und />.
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Dann construiren wiv in der Ebene die Zahlen a ein Rechteck, dessen Ecken die Träger der Zahlen

ff+hi, G+hi, g+Hi, G+Ht sind. Die Mitte dieses Rechtecks ist Träger der Zahl i{g+G) + i(h+B)i.

Legen wir durch diese Mitte parallel der reellen und imaginären Achse gerade Linien, so erhalten

wir vier verschiedene Rechtecke, welche je i des ganzen Rechtecks ausmachen. Da im grossen Recht-

ecke (R) unendlich viele Zahlen a^ a^, ..«„,.. liegen, so müssen wenigstens in einem der vier

kleinern Recktecke, zu welchen wir den Rand jedesmal mitrechnen, unendlich viele von den Zahlen

a liegen. Das Rechteck werde mit Bi bezeichnet, die Zahlen, deren Träger seine Ecken sind, seien

ffi+hi, 9y-\- H^h Gi + ^^i, Gi + B^i. Das Rechteck E^ zerlegen wir wiederum in vier gleiche Recht-

ecke, in wenigstens einem derselben müssen unendlich viele der Zahlen a^, 02, . . a^, . . liegen, etwa

in R2, dessen Ecken die Zahlen ffi + hni, g^ + B^i, Gi + h^i, G^i + H^i tragen. So fahren wir fort. Zu

der Folge g^, g.^, . . gn, . und zu G,, G^, . . Gn, . . gehören dieselben Zahlen (vgl. § 11 Zusatz), etwa

die Zahl fi, zu den Folgen hi, h^, . . fi„, . . und Bi, Ä, . . B„, . . gehören auch gleiche Zahlen etwa v,

dann ist ni = 11 + vi die Grenzzahl der Folge «. Denn in der That liegt m im Innern des Rechtecks,

dessen Ecken Träger der Zahlen gn+ hj, g^ + BJ, G„+ h„i, G^+ BJ sind, und diese Zahlen unter-

scheiden sich dem absoluten Betrage nach voneinander um weniger als /(G«

—

gn){Gn—gn)+{Bn—hn){B„—ä„),

also, da n beliebig gross gemacht werden kann, beliebig wenig.

Denken wir uns statt der Zahlen a die Puncte, deren Träger sie sind, und ebenso fiir m den

zugehörigen Punct, so können wir deil Satz auch so aussprechen. Sind in einem endlichen Gebiete

unendlich viele verschiedene Puncte gegeben, so giebt es mindestens einen Punct, welcher Grenzpunct

heisst; von der Beschaffenheit, dass unendlich viele der gegebenen Puncte von ihm um weniger entfernt

sind, als jede noch so kleine vorgegebene Strecke.

Füllen die gegebenen Puncte eine Linie, oder ein kleines Ebenenstück continuirlich aus, so ist

jeder Punct dieser Linie oder dieses Ebenenstückes ein Grenzpunct.

§ 13. Die Summe einer unendlichen Reihe. Unter dem Werthe oder der Summe einer

unendlichen Reihe

«1 + «2 + «3 +••+«»+ •

versteht man diejenige Zahl, die zur Folge

*l7 *2) S-j . , Sn, • •

gehört, wenn
A'i
= «1, s^ = a^ + a-2, . . , Sn ^ Ui -h a-2 + . . -\- a„, , .

ist. Damit die Reihe einen Werth oder eine Summe habe, dass sie convergire, muss die reelle

oder complexe Folge Si, $2, s„, . . eine reguläre sein, es muss also

abs(Sn^m— S„)

dadurch beliebig klein gemacht werden können, dass n gross genug genommen wird, welchen posi-

tiven Werth m auch haben mag. Ist s die zu s^, S2 . . gehörende Zahl, so schreibt man zuweilen

Ä = lin*„, n=oc. Setzt man m= 1 so zeigt sich, dass die Convergenzbedingung die Bedingung in-

volvirt, dass die Terme o„ mit wachsenden n beliebige klein werden. Diese Bedingung ist jedoch

keineswegs eine ausreichende.

Ein einfaches Beispiel für eine convergente Reihe, welches noch dazu für viele Convergenz-

untersuchungen praktische Bedeutung hat, ist die Reihe,

a,—«2+03 '^i+ • • + «2n—

1

a2n+ . . ,

in der die Terme positiv reell sind, und von einem besimmten ab fortwährend abnehmen oder wenig-

stens niemals zunehmen und beliebig klein werden. In der That ist alsdann, wenn zur Abkürzung

(— 1) ^1 für gerade n, gleich — 1 für ungerade n gesetzt wird,

Sn+m—Sn={ 1) (a„+i— a„+2 -f «„+3— . "H . . +(—1) «D+m)

= (— 1)" ((««-t-1— «»-H2) + (a«+3— a„+4) + . .)

Tliomae, Elementare Theorie der analytisohen Funotioueii. ^
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= (—1) K+i— (a„+2— ßn+s)— (««+4—a„+5)— . .)

d em absoluten Betrage nach grösser als Un+i—««+2 aber kleiner als a„+i, mitbin beliebig klein, wenn
man n gross genug nimmt.

Ein andres Beispiel ist die Reibe

2 ^3.4^5.6^7.8^ {2n—i){2n) ^ "

"

Nennt man die Summe der ersten m Glieder s„, die der convergenten Reibe

2
"•" 3" 4

"^
5 Q^--+2n— l 2n^' '''

i„, so ist offenbar*) Sn = hn und lim s„ = lim <2«, n = cc.

§ 14. Reibeuvergleicbung. Lassen sieb die Terme einer Reibe b^, hj • • b„, . . die sämmt-

licb positiv reell sind, den ebenfalls positven Termen einer convergenten Reihe

«1 + «2 + . . + «« + . .

so zuordnen, dass von einem bestimmten an bm = chi, bm+i = cim+i, • • ist, so ist die Reihe

b,+b, + bs+ . . +b„+ . .

ebenfalls convergent.

Es sei zum Beweise

1n = h + h+ • • +bu, Sn = ai+a2+ . . +an,
so ist

tn+m in ^ ^n+?n S„,

was auch jn für eine positive Zahl sein mag, wenn man ?2 gross genug nimmt, und folglich wird die

Differenz tn-j-m
— tn für wachsende n beliebig klein, womit die Bedingung der Convergenz erfüllt ist.

Um die Ausdrucksweise zu erleichtern wollen wir bis auf weitere Festsetzungen annehmen,

dass n und m ganze positive Zahlen seien.

§ 15. Hilfsatz für Summenschä-tzung. Sind hi, h^, . . hm positive Grössen, und ^i, Hi,

. . Hm beliebige complexe Zahlen, deren absoluter Betrag kleiner oder gleich H ist, wie gross auch m
sein mag, so ist

abs {IhHi + Ä2//2 + . . + h^Hm) ^ (Äi + Ä2 + . . + hm) . H.

Denn es ist

abs {hiffi + h-iH.i + . . hmHm) ^ abs hiH^ + als ÄjÄ + . . + abs Ä,„ff»

^hiH+htH+ . . +hmB,
womit der Satz erwiesen ist.

§ 16. Multiplicirt mau die als positiv vorausgesetzten Terme einer convergenten Reihe

«1 + «2 + • + ö« + . .

successive bez. mit den complexen Zahlen

yl/i, y¥2, 3f„ . . Mn, . .,

deren absoluter Betrag über eine bestimmte Zahl M nicht hinausgeht, so bildet die Summe dieser

Produkte

y¥i«i + i)4ö2 + 1/303 + . . + Mnün . .

wiederum eine convergente Reihe.

Ist nämlich

Sn = ai+a., + az+ . . + a„, tn = M^a^ + M-ia=i + 77/303 + . . + v¥„a,„

so ist

•) Sind «1, as, . . an, • und Jj, &», . . In, . . reguläre, unendliche Folgen, so erkennt man leicht, dass zu

ihnen dieselbe Zahl gehört, wenn die bi, b^, . . bn, Terme sind, die ans der Folge Oi, a^, . . herausgegriffen sind,

wie viele davon auch fehlen mögen.
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nach dem im vorigen Paragraphen gegebenen Hilfsatze dem absoluten Betrage nach kleiner als

M{sn-^m— Su), wird also mit wachsendem n beliebig klein, was auch m sein mag. Damit ist erwiesen,

dass ty, ti, . . 4, . . eine reguläre complexe Folge ist, und dass also die Reihe der Ma convergirt.

Von den Zahlen M können beliebig viele, selbst unendlich viele (z. B. alle mit geradem Index)

Null sein, worausd er Satz entspringt. Ist ßi + «2 + • • + «» + • • eine convergente Reihe mit positiven

Termen, so convergirt auch jede Reihe, öi +^2+ • • +bn+ • • deren Terme &i, b-^, . . sämmtlich unter

den Termen aj, a^, . . enthalten sind.

§ 17. Convergenz complexer Reihen. Eine Reihe mit complexen Tennen

«1 +«2 + «3+ • • +ö«+ . .

ist gewiss convergent, wenn die aus den absoluten Beträgen gebildete Reihe

abs «i + abs «2 + • + ^.bs «„+ . .

convergent ist. Folgt aus § 16. Der Satz darf nicht umgekehrt werden. Die Reihe a^ + «2 + • • +
a„+ . . kann convergiren, ohne dass die Reihe abs «i + abs «2 + • • convergirt.

Eine Reihe, welche dieser Bedingung genügt, heisst absolut convergent.

§ 18. Absolut convergente Reihen besitzen den Charakter von Summen. Vertauscht

man in einer absolut convergenten Reihe die Terme, so ist sie in der neuen Anordnung wieder con-

vergent und hat dieselbe Summe als vorher, so dass eine solche Reihe mit der Summe die Eigenschaft

gemein hat, dass ihre Glieder vertauscht werden können, ohne dass ihr Werth sich ändert.

Eine solche Umordnung kann von zweierlei Art sein. Erstens kann jeder Term seinen Platz

so geändert haben, dass er nur um eine endliche Zahl von Stellen vorgerückt oder zurückgegangen

ist, oder zweitens es kann die Reihe in mehrere unendliche Reihen zerlegt worden sein, ja es kann

die Anzahl dieser Reihen selbst wieder unendlich gross sein. In beiden Fällen gilt der ausge-

sprochene Satz.

Ist « = «1 + «2 + «3 + • + ß»+ . . die gegebene Reihe und ö = «i + «2 + «s + • • + «b+ • .

eine Reihe von der Beschaffenheit, dass jeder Term der Reihe a unter den Termen der Reihe a vor-

kommt und umgekehrt, und ist

*n = «1 + «2 + «3 + • • + «n, Ön = «1 + «2 + • • + ««;

SO mag zunächst die Zahl v so gross gemacht werden können, dass in der Summe ö^ alle Terme der

Summe Sn enthalten sind. Ferner sollen sämmtliche Terme der Summen Si, s-i, s^, . . Sn, . . bez. in a^
,

öo, öj,, . . öy, . . enthalten sein. Nun betrachten wir die drei Zahlenfolgen

*u
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öl, Ö2, . . folgt daraus, dass die Diiferenz o^— o„ mit wacbsendem n beliebig klein wird, wenn ö^

der 7ite Term der Folge ö„, öo . . ist. (Vergl. auch die Anmerkung auf Seite 18).

§ 19. Zerlegung absolut convergenter Reihen in unendlich viele neue Reihen.

Die Schlussfolgerungen des vorigen Paragraphen werden hinfällig, und müssen durch neue ersetzt

werden, wenn v nicht so gross genommen werden kann, dass Oy alle Terme von s„ enthält, wie gross

auch n sein mag. Ist die neue Reihe '

b = b,, +b,.2 +&13 + • • +''1» + • .

+ &21 +bi2 +h3 + • +hn +
+
+ &ml + b,n2 + bmS+ • • + K, n+
+

nnd kommt jeder in b enthaltene Term in der Reihe a = a^ -\- an -\- . . + a„ + . . vor und ebenso

umgekehrt jeder Term der Reihe a in der Reihe b, was z.B. geschieht, wenn bi^^ay, bi-i = ai,

*21 = «3) ^13 = «4) i-11 = O-bj hl = «6) ^14 = «-;•• &)>» = %B-l)n+l7 0-2, n—3 ^ Ö^Cb—l)+2, • . Öm,B-m =
^^n--l)n+nl+\ , • ist, SO kauu verlangt werden, dass die Reihe Z/,i + öi2+ •• + bi„+ .. zuerst für sich

summirt werde, die Summe sei (5)i, dass sodann die Reihe t/21 +^22+ . . für sich summirt werde, die

Summe sei (6)2 u. s. w. und dass dann die Summe (b^) + (bn) + . . + {b)m + • . gebildet werde. Es

fragt sich nun, ob die Reihe b, die man ihrer Form wegen eine Doppelreihe, oder zweifach unendliche

Reihe nennt, convergirt, und ob im Bejahungsfälle ihre Summe den Weith a hat. Dass die Reihen

(b)i, (&)2, . . {b)m eine Summe haben ist einleuchtend, weil sie nur Terme einer absolut convergenten

Reihe enthalten.

Bildet man die Summe der Doppelreihe in der Weise, dass man eine bestimmte Zahl von

Gliedern summirt, etwa ?i-61ieder, ihre Summen mit a„ bezeichnet, dann ein Glied mehr nimmt u. s. w.,

so dass in die Summe nach und nach alle Terme bj,, ^ aufgenommen werden, deren beide Indices v und

fi bestimmte mit n über alle Grenzen wachsende Zahlen erreichen, so hat man den schon erledigten

Fall einer ümordnung der Terme der Reibe «, bei welcher nur Terme mit endlichen Indices ihre

Plätze vertauscht haben. Neues tritt eben erst ein, wenn man die Theilreihen für sich summirt, also

gewissermassen unendlich viele Glieder herausnimmt, summirt, und dann die Summen der Theil-

summen bildet.

Es sei &m, [ + &m, 2 + • • bm, n = {b)m, n- Dann können wir m und n so gross annehmen, dass

für jedes v

ib)i, n+v + ib)-2, nj^y + {b%, n-\.v + • • + (ö)m, n+v

sich von a beliebig wenig unterscheidet, die Differenz sei absolut genommen etwa kleiner als iö.

Dann können wir weiter v so gross annehmen, dass sich (0)1,^+1-) (^)2i?j+v) • • (^)m,?t+v bez. von

(*)t ) (^)2) • • (fim) absolut genommen um weniger als 6 : 2»* unterscheiden. Hiernach unterscheidet sich

(ö)i + (&)2 + . . {b)m von a absolut genommen um weniger als ö, also beliebig wenig, und der Grenz-

werth dieser Summe ist a für wachsende ???.

Hieraus geht hervor, dass ein wesentlicher Unterschied zwischen einer gewöhnlichen (einfach

unendlichen) und einer Doppelreihe (zweifach unendlichen Reihe) nicht vorhanden ist, dass vielmehr

die eine Form ohne Weiteres in die andere Form umgewandelt werden kann. Gleiches gilt von den

dreifach, vierfach und mehrfach unendlichen Reihen.

§ 20. Bedingt convergente Reihen haben den Charakter einer Summe nicht. Der

Satz, dass der Werth einer Reihe ungeändert bleibt, wenn man iure Terme umordnet, hat zur aus-

drücklichen Voraussetzung, dass die Reihe der absolut genommenen Terme convergire. Bei anderen

Reihen findet dies nicht statt. So ist z. B. offenbar1111 11
2 2 3 3 n n
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während die aus denselben Tevmen bestehende convergente Reihe

^_ 1 1_1 1 1_1^ 1 1 1^
"^2" +3+4 2+5+6 3+'' 2n—l + 2re w + '

"

grösser als i ist. Aehnliches gilt natürlich auch von den Doppelreihen.

Bildet man eine Reihe aus positiven und negativen reellen Termen, und bezeichnet man die

positiven Terme mit c^, «2, «3, • • die negativen mit — bi,
—

b-i, —&3, . . und wächst a, + «2 + . . +
a„ . . und ebenso bi + 02+ . . +bn , mit wachsendem n ' über alle Grenzen, während lim a» und

lim bn Null ist, so kann man aus den Termen a und den Termen — b eine Reihe bilden, die sie

sämmtlich enthält, und deren Summe eine beliebige Zahl C ist. Denn vereinigt man abwechselnd so

lange positive Zahlen «i, «2! • z^ einer Summe, bis ihr Werth grösser als C wird, und fügt dann so

lange negative Glieder — bi,
— b^, . . hinzu bis der Werth kleiner als C wird, so wird die Abweichung

von C nie mehr betragen, als der Werth des dem letzten Zeichenwechsel vorautgehenden Gliedes. Da
nun sowohl die a als auch die b mit wachsendem Index beliebig klein werden, so werden auch die

Abweichungen von C, wenn man nur hinreichend viele Terme a und b zur Reihe verwendet, beliebig

klein werden, und die so gebildete unendliche Reihe wird gegen C convergiren. (Riemann.)

§ 21. Addition convergenter Reihen. Die Summe oder Differenz zweier convergenten

Reihen a = «i + «j + • • + «^+ • und ö = &i + 62 + • • + ^^+ • wird durch gliedweise Addition

bez. Subtraktion gefunden, so dass

a ± & = («1 + &i) + («2 ±bi)+ • • +{an±bn)+ . .

ist. Denn setzt man Sn = ai + a2+ . +«»,«« = &i + &2 + • • + *»> so gehört die Folge •

^1 ± «1, S2±t.2, . • Sn+tn,

zur Zahl a±b, wenn si, $2, . . zu a, und ti, t2, . . zu ö gehört. (Vergl. § 5.)

§ 22. Multiplication einer convergenten Reihe. Eine convergente Reihe wird mit

einer Zahl multiplicirt, wenn man ihre Glieder mit der Zahl multiplicirt,

6(«1 + «2 +..+ «Ti +..) = &% + ^«2 +••+ ^««+• •

Denn ist «x + «2 + • • + «« = Sn, so gehört zu

foj, bS2, . . bSn, . .

nach § 5 die Zahl b . a, wenn u zu si, «2, ...?„,.. gehört.

§ 23. Multiplication absolut convergenter Reiben, Das Produkt absolut convergenter

Reihen erhält man, indem man eine Reihe bildet, die die Produkte jedes Termes der einen Reihe

mit jedem Terme der andern Reihe enthält. Ist das Produkt

« . & = (tti + «2 + . . +an+ . .) (Öl + &2 + . • +bn+ . .)

ZU bilden, so ist dasselbe nach dem Satz des vorigen Paragraphen gleich

Uib + üib + . . + Unb + . .

= «1 &1 + a, &2 + • + «1 &m + • •

+ «2^1 +«2*2+ • • +02*™+ • •

+ «„61 + Unbi + . . + a„bm +

Diese Reihe convergirt noch, wenn für a„bm der absolute Betrag gesetzt wird, also ist sie absolut con-

vergent, und ihre Terme können beliebig angeordnet werden.

§ 24. Convergenzkriterium. Um schon hier ein praktisch brauchbares Kriterium für

eine absolut convergente Reihe zu haben, beachten wir, dass die Reihe
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111 11 111 11
1.2^3.4^4.5^ •• 2w—l 2w ^ • 2^3 4 ^ * * ^ 2«— 1 2m''"

convergirt. Da nun

1_ 1_ 1_ 1_ _1_^J_ 1 1 1

1.2"'^ 2.2' 4.5''^ 4.4' 5.6^^6.6' '' 2jz— 1 2m-^2?i.2w'
*•

111
ist, so convergirt auch die Reihe, ^-^ + -r-— + p-77 + . . oder wenn man mit 4 mulliplicirt, die Reihe

111 1

2.2 0.0 4.4 71 .n

und hiernach convergirt (§ 17) die complexe Reihe

«1 + «2 + «s + . . + a«+ . .

absolut, wenn die Grössen

«1, «2 •2. 2, «3.-3.3, . . Un.n.n, . .

für jedes n ihrem absoluten Betrage nach unter einer (beliebig grossen) bestimmten Zahl bleiben.

Lassen sich die positiv reellen Terme einer Reihe «1 + «2 + . . +a„+ . . so in Differenzen

ctn = hn—i— bin zcrlcgen, dass die Zahlen b^, b-i, . . b„, . . von einer bestimmten ab fortwährend ab-

nehmen oder wenigstens nicht zunehmen und beliebig klein werden, oder wie man auch sagt, gegen

Null convergiren, so convergirt die Reihe der a.

Die sogenannte harmonische Reihe

ist divergent. Denn es ist

11 1

^ + 2 + 3-+ ••+.- +

i + l>i i + i + l + l>l 1 + J-+ +l->^
2' 5'6'7'8^2'9'10''''15^2

i + 12^2
1 1

und also die Summe der Reihe grösser als 1 + ^ + ir + . ., also grösser als jede noch so gross vor-

gegebene Zahl.

§ 25. Satz von du Bois-Reymond: Es giebt keine letzte absolut convergente Reihe.

Dies will sagen, ist «i -f- «2 + • • + a« + . . eine convergente Reihe mit positiven Termen, so giebt es

stets eine andere convergente Reihe &x + &2 + ^3 + • • +b„+ . . mit positiven Elementen, deren Terme

von einem bestimmten ab sämmtlich grösser sind, als die Terme der Reihe a, und zwar so, dass

lim b„ : a„ mit n über alle Grenzen wächst. Zum Beweise dieses Satzes setzen wir ßi + ßj + «3 + • •

+ On . . = «1, «2 + «3 + «4 + • + ««+ • • = «2) 03 + ^4 + • • + «n+ . . = «4, . . SO ist dic Rcihc

«1 «2 + «2 Cf3 + «3 «4 + «4— «5 + . .

convergent, weil ihre Terme zu Null herabsinken, ihre Zeichen wechseln und dem absoluten Betrage

nach niemals zunehmen (§ 13). Dasselbe gilt, die Quadratwurzeln positiv vorausgesetzt, von der Reihe

l/ßl—/ß2 + l/«2— 1/«3 + l/ß3— |/ß4 + v

und von den ihr gleichen Reihen

«1— 02 ß2"«3
1

«3 «4 ,

"1—TT TTT "r 77 TTT ' • •

l/ßl +Vß2 /«2 + l/«3 l/«3 + |/ß4

«1 + ^2 + ^ + . .
^^ +

l/ßl + l/«2 l/ß2 + l/«3 l/«3 + l/«4
'

\/«n +[/«n+1

deren Terme sämmtlich positiv sind. Bildet man also die Reihe bi + b-2 + bi + . . +b„+ . . und

setzt b„ = üni (/«« -f /ßtt-t-i), so ist dieselbe convergent und

&„ : a„ = 1 : (|/ß„+ \/a„+{)

wächst mit n über alle Grenzen.
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§ 26. Definition des unendlichen Produktes. Unter dem Werthe eines unendlichen

Produktes
j« = (1 + «0 (1 + «2) (1 + üä) (1 + a«) • .

A'ersteht man die Zahl, welche zur Folge Pi, p^, . . pn gehört, wenn Pi = 1 +«1, P2 = (1 +(t2)pt,

p^ ^ (i. +az)p2, . . Pn^ i'i- + an)Pn-i, • • ist. Damit eine solche Zahl vorhanden sei, ist nothwendig

und hinreichend, dass der absolute Betrag der Differenz

Pn+m—Pn

für beliebige positive m dadurch beliebig klein gemacht werden kann, dass man n gross genug nimmt.

Setzen wir die vorstehende Diiferenz gleich d'„, „ und ist p„ nicht Null, so muss

Pn Pn

sein, und der absolute Betrag von Sn,m muss beliebig klein gemacht werden können. Aus diesem

Kriterium folgt wiederum das erste, und enthält also nicht blos eine nothwendige, sondern auch eine

hinreichende Bedingung, falls noch feststeht, dass p„ dem absoluten Betrage nach nicht über eine be-

stimmte endliche Zahl hinausgehen kann.

Nähert sich pn immer mehr der Null, so ist damit die Couvergenz des Produktes ausgesprochen,

indem dann ;; = ist. Allein solche Produkte, welche gegen Null convergiren, ohne dass ein Factor

Null ist, verhalten sish anders als unendliche Produkte die gegen eine bestimmte endliche von Null

verschiedene Zahl convergiren, und es soll daher hier der Bequemlichkeit halber angenommen werden,

dass ein Produkt nur dann convergire, wenn es gegen einen von Null verschiedenen endlichen

Werth convergirt. Ist ein Factor Null, so soll das Produkt convergiren, falls das Produkt der

ersten ?jFactoren nach Fortlassung dieses Factors mit wachsendem n einem von Null und Unendlich

verschiedenen Werthe zustrebt.

§ 27. Ist p' = (1 + <) (1 + 0;) . . (1 + 4) . •

convergent*) und sind a\, a'^, . . a'^, . . die absoluten Beträge von a,, ck, . . a„, . . so ist auch

p = (\+ a,) (1 + «2) • . (1 + an) . .

convergent.

Zunächst erkennt man leicht die Richtigkeit eines speciellen Falles, nämlich dass

(l-a;)(l-<) . . {\-a'n) . .

convergent ist. Denn setzt man (1 + <+i) (1 + ai+2) . • (l+ai+m) = \ + 6, (1— «i+i) (1

—

a'n-ii) . .

(1— ö^+m) ^ 1— £, so ist e < ö und also mit ö beliebig klein. (Vergl. § 29).

Der Ausdruck {pn+m'-pn)— 1 ist eine Summe von Grössen der Form Un-^i, Un+i, . . a»-fm,

an+i.a„jf.o, . . ttn+i.an+m, «„-j-1 . ««+2 . «n+s , • . , «n+i • ««+2 . «n+s • • • ün+m uud man erhält den Werth von

iPn-\-m'-p'ii)
— i aus der vorstehenden Summe dadurch, dass man jeden Posteu darin durch seinen ab-

soluten Betrag, jedes a, also durch das entsprechende a' ersetzt. Daraus folgt sofort

^Pn+m Ä ^ Pn-tr^^ .

abs i'-'^^— l

\ Pn I Pn

SO dass also der absolute Betrag von {pn-\-m-pn)— i mit {p'n-\^'- p'n)— i beliebig klein wird.

§ 28. Aus der Convergeuz des unendlichen Produktes

(1 -<)(!-<) .. (1-a«) . .

folgt die des unendlichen Produktes

(l + <)(l-ha;) , . (l+<) . .

Es ist nämlich, weil die a' gegen Null convergiren, bei hinlänglich grossem n

(1— «i+i) {'i—anJf.i) • • (1— ai-Hm) = (1— «H-i ««-hO (^—««-t-ä«i+2) • • (1 —ai+m «;,+,„)
"

•) Man verg!. Weierstrass, „Ueber die analj'tischen Facultäten". Grelles Journal B. 51.
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Ist nun (1 a'n^i) (1 ai+2) . . (1 ßn+m) = 1

—

Sn,m, SO folgt

1—4. ™ ^ (1 —a'„+r) il—a'n+,) . . (1— a,',^) . (1 + a'„+,) . . (1 + «;,+„) ^ 1

1 ^ (1 + «;+i) (1 +a;+2) . . (1 +ai+«) ^ j3^ = 1 + ilX^ -

Es wird aber 6„^m'{'^— rf«,«.) mit d„,m beliebig klein.

§ 29. Zurückfiihrung der Convergenzbedingung eines unendlichen Produktes auf

die Convergenz einer unendlichen Reihe. Ist

«l + «2 + «3 + • • + «n + • •

eine absolut convergente Reihe, so ist

(1 + ai) (1 + «2) . . (1 + a„) . .

ein absolut convergentes Produkt, und umgekehrt, ist das Produkt absolut convergent (d. h. eonver-

girt es auch noch dann, wenn man «i, a.2, . . durch die absoluten Beträge dieser Grössen ersetzt) so

ist auch die Reihe absolut convergent.

Die al)soluten Beträge von «i, a-2, . . seien bez. a\, a\, . . Es ist

1 > (1— äCt-i) (1— a;+2) > 1—c4+i—<+2
1 > (1—<+i) (1—4+2) (1— ai+3) > 1—«4+1— a;,4.2— «n+S

1 > (1— a^+i) (1 a'nJf.i) . . (1— a|,+m) > 1—oi+i— O^+j— . .
— a'n+m

Ist aber a\ + «'^ + . . convergent, so wird a^+i + a'n.\.-i + • • + «n+m mit wachsendem n beliebig klein,

also wird
(1— «;) (1—«;) . . (1—ai+™)—

1

für hinlänglich grosse n beliebig klein, und das Produkt (1

—

a\) (1—aQ • • ^11*1 mithin (§ 28) das

Produkt
(l + ai)(l + a2) . . (l+a„) . .

ist convergent.

Umgekehrt, ist das Produkt (1 + öSi) (1 + Ö2) . . absolut convergent, so ist auch die Reihe

«1 + «2 + • • absolut convergent. Denn da

(1 + ai+i) (1 + a'n-^-l) . . (1 + ai+n.)— 1 > «n+l + «»+3 + • • an+m

mit wachsendem n beliebig klein wird, so ist das nothwendige und hinreichende Kriterium für die Con-

vergenz der Reihe erfüllt.

§ 30. Ein absolut convergentes Produkt hat den Charakter eines Produktes, in-

sofern man darin die Factoren beliebig vertauschen kann, ohne den Werth desselben zu ändern. Auch

lässt es sich in ein convergentes unendliches Produkt verwandeln, dessen Factoren selbst unendliche

Produkte sind, (zweifach unendliches Produkt). Der Beweis ist dem im § 18 für den ähnlichen Reihen-

satz beigebrachten analog zu führen, weshalb wir ihn unterdrücken.

§ 31. Bedingt convergente unendliche Produkte. Es giebt Grenzwerthe unendlich

vieler Factoren, die den Namen eines unendlichen Produktes eigentlich nicht verdienen, weil die Fac-

toren desselben nicht vertauscht werden können, ohne dass sich der Grenzwerth ändere. Wir lernten

unendliche Reihen kennen, deren Terme nicht vertauscht werden durften. Zwischen solchen nicht

absolut, sondern nur bedingt convergenten Reihen

«1 + «2 + • . «^+ • •

und einem Produkte
(1 + fli) (l-h 0-2) . . (1 + On) . .

besteht in Bezug auf die Convergenz nicht mehr die Correspondenz wie sie im § 29 für absolut con-

vergente Ausdrücke aufgestellt wurde, und man muss sich davor hüten das Produkt für convergent zu

halten, weil es die Reihe ist.
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Zieht man in dem unendlichen Produkt

('-^^ 0+f) (^-f) (^ + f) • • ['-2^) [' + tn

je zwei Factoren zusammen, so dass man erhält

x + xx\ /, x + xx \ / x+ xx

2 J \ 3.4 y V (2w— l)2?i

welches Produkt absolut convergent ist, weil die Reihe

sht man, dass das vorgegebene Pr(

rebt aber für positiv reelle x

(i-.)(i-f)..(i-2;^)

absolut convergent ist, so ersiebt man, dass das vorgegebene Produkt in der gegebenen Reihenfolge

der Factoren convergirt. Es strebt aber für positiv reelle x

der Grenze Null zu, während

(' + f)(' + f)--('+s)--
gegen Unendlich divergirt.

» = 00

Für eine Reihe a, + «2 +••+««+• • sehreibt man oft kürzer ^ a„, soll heissen, man bilde

n = 1

eine Summe aus Zahlen «i, «j, . . a„, deren kleinster Index 1 ist, deren letzter Index n über alle

Grenzen wächst. Ebenso sehreibt man für (l + aO (1 +ai) . . (1 + a„) . . oft kürzer

M ^ 00

/Z"(i + «4
« = 1

§ 32. Satz von Abel. Es giebt keine letzte divergente Reihe aus positiven Termen.

Ist die Reihe mit positiven Termen

(a) «1+02+ . . +«„+ . .

divergent, obschon die Terme a„ mit wachsendem n gegen Null convergiren, so giebt es immer eine

divergente Reihe ö^ + 62 +••+*«+• •> deren positive Terme 61, bi, ..&»,.. von einem bestimmten

ab kleiner als die entsprechenden Terme «i, «2, . . a„, . . sind, so klein, dass a„:b„ mit n über alle

Grenzen wächst.

Beweis. Mit der Reihe a divergirt auch das Produkt

« «(•^l)('+-4«;)0+,
1 +

«l+«2+«3/ V «1+02+ •• +«»-1/

weil das Produkt p„ der ersten w-Factoren gleich der Summe *„ der ersten w-Glieder der Reihe (a)

ist. Demnach (§ 29) ist die Reihe

h+b2 + h+ . +b„+ . .

divergent, wenn

üi ai + «2
'

«1 + «2+ • • + «n-l
'

gesetzt wird. Es ist aber alsdann

a„ : &„ = «1 + «2 + . . + a„-i

und es wächst daher dieser Quotient mit n über alle Grenzen, w. z. b. w.

Thoraae, Elementare Theorie der analytischen Fnnctionen.
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Allgemeine Sätze über Functionen einer und zweier

veränderlicher Grössen. Begriff der Stetigkeit.

§ 33. Der Functions begriff. Die Grösse / heisst in dem Intervalle von a bis b eine

Function der reellen Veränderlichen x, wenn jedem reellen Werthe von x zwiscben den reellen Zahlen

a und b, diese eingeschlossen eine bestimmte Zahl f zugeordnet ist.

Es kann also eine Function von x durch eine Tabelle gegeben gedacht werden, in welche zu

jeder Zahl x eine eorrespondirende Zahl /" eingeschrieben ist, von einem analytisch darstellbaren Gesetz ist

dabei gar nicht die Eede, wenn gleich eine Methode erfordert wird, zu jedem Werthe von x den zu-

gehörigen von f in eindeutiger Weise zu bilden, weil eine Tabelle unmöglich alle rationalen und irra-

tionalen Zahlen in einem noch so kleinen Intervalle enthalten kann. Es können aber diese Methoden

für einzelne Theile des Intervalles oder für gewisse Klassen von Zahlen, z. B. für rationale und irra-

tionale sehr verschieden sein.

Umkehrbar ist im Allgemeinen eine solche Function nicht, d. h. im Allgemeinen giebt es kein

zusammenhängendes Intervall c, d von der Beschaffenheit, dass, wenn / nach und nach jeden Werth

zwischen den Grenzen c, d annimmt, zu jedem solchen Werthe ein zugehöriger Werth von x vorhanden

ist, die Werthe von f brauchen kein Interfall stetig auszufüllen, andrerseits können zu einem / meh-

rere, ja unzählig viele Werthe von x gehören, so dass also das zu einem x gehörende / nicht eindeutig

bestimmt ist.

Sind die Zahlen f, die zu den Zahlen x in dem Intervalle a b gehören, reell, so sagen wir,

/ sei eine reelle Function von x, sind sie complex, so ist f eine complexe Function von x. Eine com-

plexe Function der reellen Veränderlichen x kann aus zwei reellen Functionen zusammengesetzt

werden. Ist nämlich die complexe Zahl / für einen reellen Werth von x gegeben, so ist sowohl ihr

reeller Theil, als auch der mit i multiplicirte Theil gegeben, und jeder dieser Theile ist eine reelle

Function von x. Wir können daher unsere nächsten Untersuchungen erstlich auf reelle Functionen

beschränken.

§ 34. Functionen von zwei Veränderlichen. Ist eine Zahl /"bestimmt, wenn eine reelle

Zahl X und eine reelle Zahl y gegeben ist, und zwar für alle Werthe von x und y die ein bestimmtes

Gebiet erfüllen, z. B. wenn die Werthe von x zwischen a und b, die von y zwischen c und d liegen,

oder welche durch die Bedingung {x—p) (x—p) + {y
—

q) (y— g) ^ rr bestimmt sind, oder, in dem wir

von den Bemerkungen im § 9 Gebrauch machen, welche in einem geometrisch durch eine geschlossene

Linie umgrenzten Gebiete liegen, so ist /" eine Function von x und y in jenem Gebiete, und zwar

eine reelle Function, wenn die Werthe reell sind, eine complexe, wenn sie complex sind. Eine com-

plexe Function zweier Veränderlichen kann natürlich ebenso wie die einer Veränderlichen, aus zwei

reellen Functionen zusammengesetzt werden.

Hängt / von zwei Zahlen x und y ab, hat aber die eine etwa y während einer bestimmten

Untersuchung immer denselben Werth, so pflegt man diese Zahl einen Parameter der Function /"

zu nennen.

§ 35. Obere und untere Grenze. Eine reelle Function /von x, f=/'{x) die zwischen a

und b endlich bleibt, deren Werthe also zwischen zwei angebbaren Zahlen P und Q liegen, wenn sie

für jedes angebbare x zwischen a und b bestimmt ist, hat eine obere Grenze G und eine untere Grenze

g von der Beschaffenheit, dass für keinen Werth von x die Function grösser als die Zahl G oder

kleiner als die Zahl g ist, dass aber entweder für bestimmte Werthe von x die Function / wirklich

gleich G bez. g wird, oder dass Werthe von x angegeben werden können, für welche sich / von G

bez. g beliebig wenig, d. h. um weniger als die noch so klein vorgegebene Zahl ö unterscheidet.

Beweis. Da /'{x) endlich ist, so gehen die Werthe dieser Function für kein x über eine be-
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stimmte ganze Zahl etwa u + v hinaus, und sinken unter eine angebbare ganze Zahl u (die positiv

oder negativ sein kann) nicht herunter. Bilden wir nun die endliche Folge ganzer Zahlen

u, M+1, «< + 2, .. u + v— 1, u-\rv,

so muss unter denselben nothwendig eine Zahl a von der Beschaffenheit vorhanden sein, dass f zwar

Werthe annimmt, die über a hinausgehen, aber keinen, der über «' = « + 1 hinausgeht, und es kann

ß höchstens gleich u + v— 1 sein. Wird der Werth c«' für ein bestimmtes x erreicht, so ist a' die

obere Grenze der Function und ihr Werth wird für ein bestimmtes x von der Function f wirklich an-

genommen. Tritt aber der erste Fall ein, so theilen wir das Intervall zwischen « und a' in zehn

Theile, an den Theilpuncten stehen die Decimalzahlen

ß, 0, ß, 1, ß, 2, . . ß, 9, ß'.

Nun tritt wieder die Alternative ein, entweder kann man x so bestimmen, dass f über a, ß hinausgeht

aber nicht so bestimmen, dass /"über den Werth a, ß' (ß' = ß+1) hinausgeht, oder man kann x so

bestimmen, dass f gleich a, ß' wird, und für kein x darüber hinausgeht, wenn ß eine der Zahlen 0, 1,

. .
, 9 ist. Im letzteren Falle ist a, ß' die obere Grenze von f und sie wird für ein bestimmtes x er-

reicht. Tritt aber der erste Fall ein, so theilen wir das Intervall von ß, ß bis a, ß' wieder in zehn

Theile, an deren Theilpuncten stehen die Decimalzahlen

ß, /30, ß,|31, ß,i32, . . ß,i39, a,ß'.

So gelangen wir in derselben Weise fortfahrend entweder zu einer bestimmten Decimalzabl ß, ßyö . .

[ivQ, wenn das Verfahren einmal abbricht, weil diese Zahl die obere Grenze ist der die Function f für

ein bestimmtes x wirklich gleich wird, oder das Verfahren bricht nicht ab, und wir gelangen zu einer

fortwährend wachsenden oder wenigstens nicht abnehmenden Folge von Zahlen

ß, ß, ^, a,ßy, a,ßyd, . . a.ayö . . ji, a, ßyö . . [iv, a, ßy6 . . ßVQ, . .
,

die zu einer bestimmten Zahl G gehört, und welche die obere Grenze von / ist. Da es nun Werthe

von X giebt, für welche / zwischen a^ßy . . (ivq und a,ßy.. [ivq' {q' = q + \) liegt, so giebt es

Werthe von x, für welche f von G beliebig wenig verschieden ist, dass aber die Zahl G selbst für

irgend einen Werth von x von der Function f angenommen werde folgt hieraus nicht, und braucht in

der That auch nicht der Fall zu sein.

Die Untersuchung der unteren Grenze g erfordert keine neuen Mittel, der Leser mag sie selbst

ausführen. Die Differenz G—g heisst die grösste Schwankung der Function.

Der Satz vom Vorhandensein einer obern und untern Grenze besteht in gleicher Weise für

eine reelle Function zweier reellen Veränderlichen, der Beweis wird ganz analog geführt, für „Werth

von x" ist nur zu setzen „Werthepaare von x und y." Es giebt also eine obere Grenze G und Werthe-

paare von x und y in einem Gebiete in welchem eine endliche Function f{x, y) von x und y gegeben

ist, für welche sich f von G, der oberen Grenze, beliebig wenig unterscheidet.

§ 36. Stetigkeit einer Function einer Veränderlichen in einem Puncte. Eine reelle

Function f der reellen Veränderlichen x heisst in einem Puncte stetig, wenn sich eine bestimmte Zahl

h so angeben lässt, dass dem absoluten Betrage nach

f{x±S,h)—f{x)^6

wird, für jeden zwischen Null und Eins gelegenen Werth von g, wenn 6 beliebig klein vorgegeben ist.

Ist diese Voraussetzung nur für die Differenz f{x+ ^h)—f{x) erfüllt, so heisst die Function in diesem

Puncte vorwärts stetig, und ist sie für die Differenz f{x—g^)

—

f{x) erfüllt, so heisst sie rückwärts stetig.

Man schreibt häufig, und es ist dies bequemer, für die Stetigkeitsbedingung f{x + h)—f{x) = ö,

und man meint dann, dass diese Bedingungen für ein beliebig vorgegebenes o für ein bestimmtes h er-

füllt sein müssen, auch wenn für h noch kleinere Werthe gewählt werden. Wenn / den Werth A an

der Stelle xq und an der Stelle x^ annimmt, so würde f{x^ + li)
—f(x)^0 also kleiner als jedes a

sein, wenn h = x^— a;o gesetzt wird, während daraus auf die Stetigkeit der Function keineswegs

geschlossen werden dürfte.
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§ 37. Stetigkeit einer Function in einem Intervalle. Die Function f{x) heisst in dem

Intervalle von a bis b stetig, wenn man das Intervall ahm eine für ein beliebig vorgegebenes ö

durch diese Vorgabe bestimmte (also endliche) Anzahl gleicher Theile theilen kann, in deren jedem,

die Grenzpuncte desselben eingeschlossen, die grösste Schwankung der Function kleiner als ist, wie

klein auch sein mag.

Lehrsatz. Ist eine Function in jedem Puncte eines Intervalles ah stetig, so ist sie im Inter-

valle stetig.

An den Grenzen a, b braucht sie natürlich nur bez. vorwärts oder rückwärts stetig zu sein.

Beweis.*) Vom Puncte a aus, — a sei der Bequemlichkeit halber kleiner als b — giebt es

ein solches Intervall dj, dass die grösste Schwankung darin kleiner als ia ist, wenn beliebig klein

vorgegeben wird, an dieses anstossend giebt es, weil nach der Voi-aussetzung die Function in jedem

Puncte stetig ist, ein Intervall 6^, in welchem wiederum die grösste Schwankung kleiner als iö ist,

dann ein Intervall 63, öi u. s. w. Die Zahlen a, a + ö^, a+di+do, a + c5, + dj + rfs, • • bilden eine

zunehmende Folge, deren Terme kleiner als b sind, und deren letzter, wenn ihre Anzahl endlich ist^

6 selbst ist. In diesem Falle giebt es eine bestimmte Zahl (b— a): JV= 6, die kleiner als die Zahlen 6^,

($2 . . 6n ist, wenn N eine ganze Zahl ist. Theilen wir das Intervall in iV-Theile, so wird jedes Inter-

vall von der Grösse 6 entweder ganz in eins der Intervalle d,, 6-2, . . Ö„ hineinfallen, oder einen Theil

von zwei benachbarten dieser Intervalle bilden. In jedem Falle ist die grösste Schwankung der

Function in diesem Intervalle kleiner als 0, und also ist die Function gemäss der Definition der

Stetigkeit in einem Intervalle, in dem Intervalle ah stetig. — Bilden aber die Zahlen a, a + di,

e -|_ (jj -|- (J2, a + dl + 4 + d'3, . . eine unendliche Folge, so nähern sich ihre Terme einer bestimmten

Zahl c= b, und es müssen daher die Zahlen öi, 60, . . d„, . . von einer bestimmten ab unter jede

noch so klein vorgegebene Zahl s herabsinken. Die Function ist der Voraussetzung nach im Puncte

c stetig und es giebt deshalb eine bestimmte Zahl £ von der Beschaffenheit, dass f{x— gs)

—

f{x) dem

absoluten Betrage nach kleiner als io ist, für jede Zahl g zwischen ü und 1. Die Zahlenfolge a, a+6u

a-\-di+ 6-2, . . muss nun mit einem bestimmten Terme , etwa mit ß + dj + 62 + • • + ^n den

Werth c— £ überschreiten, weil sie sich c nähert. Hieraus folgt, dass die erste Annahme, nach dem

Intervall d„ müsse man unendlich viel kleinere und kleinere Intervalle folgen lassen, damit darin die

Schwankungen kleiner als io seien, eine irrthümliche war, denn dieser Bedingung genügt das eine

Intervall d„4-i von a + 61 + 60 + . . + d„ bis c. Es muss demnach immer der erste Fall eintreten,

es muss die Anzahl der Intervalle dj, 62, . . d„, . . endlich sein.-**)

Dieser Lehrsatz setzt voraus, dass die Function im Innern des Intervalles in jedem Puncte

sowohl rückwärts als vorwärts stetig sei, im andern Falle ist er falsch.

*) Auf die Nothwendigkeit, diesen Satz zu erweisen hat zuerst Hern E. Heine aufmerksam gemacht.

**) Dieser Satz lässt eine für die Integralrechnung- wichtige Verallgemeinerung zu, welche mit ganz denselben

Mitteln zu beweisen ist. Ist nämlich in dem Intervall von a bis b beliebig oft (unendlich oft) lim /(a;+ Ä) = /(a; + 0)
A =

von /"(a;) oder auch fix— O) von f(x) verschieden, ist aber f(x + 0) und /"(«— 0) überall vorhanden (was eine Art

Stetigkeit voraussetzt) und ist niemals die Differenz fix)—fix + 0), oder f(x)—f(,x—0), oder /"(a; + 0)—/(a;— 0) ab-

solut genommen grösser als t, so kann man das Intervall von a bis b in so viele gleiche Theile theilen, dass in jedem

Theilintervalle die grösste Schwankung kleiner als t + o wird, wenn a beliebig klein vorgegeben ist.

Es kann noch bemerkt werden, dass bei einer Function, bei der f{,x+ 0) überall vorhanden ist, und bei

welcher f{x) ein Mittelwerth zwischen /'(a; + ü) und /"(a;— 0) ist, die Anzahl der Stellen, an welchen f(.x— 0) von

f(x + i)) um mehr als eine bestimmte Zahl c verschieden ist, eine bestimmte endliche sein muss. Denn wäre die An-

zahl dieser Stellen Xj, x^, . . Xn, . . unendlich gross, so müsste nach § 11 zu den Zahlen a-,, x-,, . . Xn, eine soge-

nannte Grenzzahl vorhanden sein, etwa Xa- Heben wir aus den Zahlen a;,, x^, . . Xn, . eine entweder fortwährend

ab- oder fortwährend zunehmende unendliche Folge a;',, x'.^, . . x',^, . . aus, deren Grenze Xo ist, so würden von den

Termen der Folge f(x[~0),f(x\ +0), fix',— D),f(x'.^ + 0), . . f{x'„—0),fix'„+ 0), . . zwei aufeinanderfolgende immer

wieder um mehr als c differiren, und es könnte zu dieser Folge keine bestimmte Zahl gehören. Es würde also, wenn

X sich dem Werthe Xo über die Zahlen x\, x'.^, . . nähert, f(Xo— (i) oder bez. f{Xo + 0) nicht einen bestimmten Werth

erhalten, d. h. eine dieser beiden Grössen könnte nicht vorhanden sein. Ist aber jede dieser Grössen vorhanden, so

muss die Anzahl der Stellen, an welchen /"(x— 0) von f(,x + 0) um mehr als c verschieden ist, endlich sein.
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§ 38. Stetigkeit einer Function zweier Veränderliclien. Eine reelle Function von

zwei reellen Veränderlichen f{x, y) ist stetig im Puncte x, y, wenn eine Grösse h angegeben werden

kann, so dass absolut genommen
fix + §h,y + nh) —fix, y)<G

wird, wie klein auch ö vorgegeben sein mag, während g und r) jedwede Werthe annehmen können,

welche der Bedingung

m + m = 1

genügen. Nimmt man die graphische Darstellung zu Hilfe, so ist f{x, y) im Puncte xy stetig, wenn

sich um den Punct xy ein kleiner Kreis von angebbarem Radius so zeichnen lässt, dass die Werthe

von f{x, y) im Innern und auf dem Rande des Kreises sich von dem Werthe im Mittelpuncte um
weniger unterscheiden, als die beliebig klein vorgegebene Zahl a. — Statt des Kreises kann auch jede

andere Begrenzung, z. B. ein Quadrat, eine Ellipse etc. eintreten, sofern sich in dieselbe ein Kreis mit

dem Centrum xy einschreiben lässt, weil dann von diesem Kreise um so mehr gilt, was von jener Be-

grenzung gilt. Wäre die Begrenzung ein Quadrat, so würde die Bedingung analytisch ausgedrückt um-

so modificirt werden müssen, dass gg = 1 , r/rj^ l wäre.

Man verfällt leicht in den Fehler, (worauf Herr E. Heine aufmerksam gemacht hat), eine

Function im Puncte xy für stetig zu halten, wenn /"(x + §h, y)— /(.r, y) sowohl, als auch /"(x, y + 7}h)

— /(a;, y) dem absoluten Betrage nach durch klein setzen von h beliebig klein gemacht werden können.

Es genügt nicht einmal zur Stetigkeit, dass die Function sich ihrem Werthe im Puncte x^y^ stetig

nähere, wenn man den Punct xy m jeder beliebigen Richtung dieser Stelle xqJ/o nähert, wie folgendes

Beispiel zeigt. Man schlage um den Punct a; = y ^ d mit dem Radius 1 einen Kreis. Auf der

Peripherie dieses Kreises nehmen wir eine Function an, die für x = — 1 «/ = den Werth hat, und

deren Werthe stetig sich ändern, sowohl wenn man von jener Stelle aus rechts um dem Punct herum,

als auch wenn man links um den Punct herum sich auf der Peripherie des Kreises der Stelle

x= \, «/ == nähert. Bei der ersten Art der Annäherung aber (rechts herum) sollen die Werthe stetig

abnehmen und über alle Grenzen in negativer Richtung hinausgehen bei der zweiten Art der Annähe-

rung sollen sie positiv über alle Grenzen wachsen. Für x = 1, y = aber soll die Function den

Werth haben. Nehmen wir nun an, dass die Function, die wir mit (p{x, y) bezeichnen, für alle

Puncte im Innern des Kreises allemal denselben Werth besitzt, wenn x : y einen festen Werth hat und

für X ^ 0, y = gleich sei, so ist sie überall im Kreise bestimmt. Die Function /(x, y) = (x.x+y.y).

<p{x, y) nähert sich nun auf jedem bestimmbaren Radius des Kreises dem Werthe stetig, ist aber

keineswegs im Puncte x = 0, y = stetig. Denn zieht man einen beliebig kleinen Kreis mit dem
Radius d', so giebt es auf diesem Kreise, wie klein auch ö sein mag, Werthe der Function /"(x, «/),

welche jede beliebig gross vorgegebene Zahl M dem absoluten Betrage nach übersteigen.

§ 39. Stetigkeit einer Function zweier Veränderlichen in einem Gebiet. Zerlegt

man die xy Ebene durch zwei Schaareu gerader Linien, die der x- bez. y-Achse parallel sind, in

kleine Quadrate, deren Seiten die Länge 1 : 7i haben mögen, so wird ein Theil dieser Quadrate ins

' Innere des Gebietes T fallen, in dem f(x, y) gegeben ist, ein anderer Theil, wird durch die Begrenzung

des Gebietes in Stücke zerlegt werden. Die Function fix, y) heisst nun im Gebiete T stetig, wenn die

Zahl n so gross, oder die Quadrate so klein gemacht werden können, dass die grösste Schwankung
der Function / in jedem derselben oder (am Rande von T) wenigstens in den Theilen derselben, welche

T angehören, die grösste Schwankung kleiner als ö wird, wie klein auch o vorgegeben sein mag.

Lehrsatz. Ist die Function f{x, y) in einem Gebiete T in jedem Puncte stetig, so ist sie in

T stetig. *)

Ist a eine beliebig klein vorgegebene Zahl, und construiren wir ein Quadrat, dessen Mittel-

punct der Punct x, y ist, dessen Seiten die Länge '16 haben und der x- bez. «/-Ach&e parallel sind,

') Der von mir in der „Einleitung in die Theorie der bestimmten Integrale" Seite 32 g 49 gegebene Beweis

dieses Satzes enthält einen Zirkel.
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und ist 6 so klein gewählt, dass die grösste Schwankung der Function f(x, y) für das durch das

Innere und den Rand des Quadrates bestimmte Gebiet kleiner als \6 ist, so wollen wir in diesem

Paragraphen ein solches Quadrat mit Z2ig bezeichnen, und wenn die Angabe des Mittelpunctes nöthig

wird, mit \Z\g{x, «/)• Fällt von einem solchen Quadrate nur ein Theil in das Gebiet T, in dem f ge-

geben ist, so wird die grösste Schwankung nur für diesen Theil bestimmt. Fällt es ganz aus T heraus,

oder hat es mit T nur einen Punct gemein, so wird die grösste Schwankung gleich Null angenommen.

Da f im Puncte xy stetig ist, so lässt sich um diesen Punct ein Quadrat D^ so construiren,

dass die Werthe von / am Rande und im Innern desselben vom Werthe im Mittelpuncte um weniger

als iö verschieden sind, woraus dann folgt, dass die grösste Schwankung kleiner als iö ist und dass

also um jeden Punct x, y, wenn / in jedem Puncte stetig ist, ein Quadrat Drf von der verlangten

Eigenschaft construirt werden kann.

Wird ein Parallelstreifen von den Linien y = yn + ö, y = yo
— 6 begrenzt, und ist jedes Qua-

drat, welches aus diesem Streifen durch zwei parallele Gerade x == Xf^
— ö, x = Xf) + 6 herausge-

schnitten werden kann, was auch x^ sei, ein Quadrat Drf, so bezeichnen wir einen solchen Streifen

mit =g und wenn seine Mitte (die Linie y = t/o) angegeben werden muss mit =^(«/o).

Nun ziehen wir der a;-Achse parallel eine Linie y = y^, welche irgendwo, etwa für x = x^ in

das Gebiet T, welches als endlich vorausgesetzt wird, eintritt. So giebt es ein Quadrat n^ (x^, y^
und es ist (Ji eine Zahl die nicht unter jede noch so kleine Zahl herabsinkt, die also von Null ver-

schieden ist. Ebenso giebt es, weil f als stetig vorausgesetzt ist, ein Quadrat D^C^i, 2/o)> wenn x^ ==

x^ + di ist. Ebenso ein Quadrat Dd (^2> 2/o)> ^in Quadrat Dj^C^s^J/o) ß^^c., wenn xi = Xi^+d\, x^ =
x-i + ds ist etc. Tritt die Linie y = yo bei a; ^ x' (zum letzten Male, wenn sie mehrere Male ein-

und austritt) aus T heraus, so mag zunächst x„ = x' sein, für ein bestimmtes (endliches) n. Alsdann

giebt es unter den Zahlen 6^, rf,) • • ^n, eine kleinste, etwa (5, und der Streifen zwischen y = y^-\-6

und y = ya
— ^ ist ein Streifen =g.

Es könnte aber sein, dass die Zahlen x^, x-i, . . Xn, . . über eine bestimmte endliche Zahl

x" = x' nicht hinausgingen, wie weit man auch die Construktion der Quadrate fortsetzte, was nur

dann geschehen kann, wenn die Zahlen di, 62, . . 6„, . . mit wachsendem n unter jeden beliebigen

Grad von Kleinheit herabsinken. Es mögen sich also die Zahlen xo, x^, x^, . . der Zahl x"^x'
nähern, so dass x" die Grenze derselben ist. Zum Puncte x", ?/o gehört ein Quadrat Qs, wie zu jedem

Puncte, weil / stetig ist. Da sich die Zahlen xj, x^, . . Xn, . . der Zahl x" unaufhörlich nähern, so

geht eine bestimmte unter ihnen über x"— ie hinaus etwa Xm. Zu diesem Puncte Xm, 2/0 gehört aber

ein Quadrat Dj, dessen ö mindestens *£ ist, weil dieses ganz in das Quadrat 0^(3;", j/o) hineinfällt,

und es liegt der Punct x", y^ im Innern oder am Rande jenes Quadrates \Z\ä- Wenn demnach die

vorher angenommene Construktion nach Xm noch unendlich viel Puncte (oder Quadrate) einschaltete um

zu x" zu gelangen, so that sie etwas unnöthiges denn die Zahl (Jm+i kann gleich hs genommen

werden, und dann ist Xm+i^x". Man gelangt also immer durch eine endliche Anzahl von Puncten

^0, xi, . . Xm zum Werthe a;", und also zum Werthe x', und es giebt daher stets einen Streifen ^g(yo)-

Ebenso giebt es Streifen =^-(2/1), =d"{yi), =^'"(2/3), • • wenn y^ =y^ + 6, y^ = y^ + S', 2/3
=

y^ _|- (J"j . . ist. Giebt es in T keinen Werth von y der grösser als y' wäre, so kann es sein, dass die

Zahlen yi, y^, . . yn, • • mit einer bestimmten etwa mit ym über y' hinausgehen oder diese Zahl erreichen.

Dann giebt es eine Zahl h, welche kleiner als 6, 6', 6", . . d*"' ist, und wenn wir in einem beliebigen

Puncte xy des Theiles von T der zwischen y^ und y' liegt ein Quadrat Qa construiren, so ist die

grösste Schwankung darin, weil es aus Theilen von höchstens zwei benachbarten Streifen =^{v), =6(.'»+^)

bestehen kann, und aus höchstens vier benachbarten Quadraten, kleiner als ö und die Function / ist

demnach in diesem Theile von T eine stetige Function.

Nun könnten aber die Zahlen ö, 6', 6" . . kleiner und kleiner werden, und es könnte t/i, y-i,

. . y„, . . sich einer Zahl y" ~ y' unaufhörlich nähern ohne sie zu erreichen. Dies ist nicht möglich.

Da es nämlich zu der Linie y = y" einen Streifen =j giebt, und die Zahlen «/i, y-^^ . . yn, • . mit
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der mindestens bis zu y" reicht, und (ähnlieh wie vorhin bei den Quadraten) die Einschaltung unend-

lich vieler Zahlen ym+i, ym+2, • • ist überflüssig. Die Function /" ist demnach jedesmal in dem Theile

von T zwischen y^ und ?/', und nach analoger Schlussweise in dem Theile von T, der zwischen y^ und

y,, wenn y in T nicht unter y^ herabsinken kann, liegt, eine stetige Function, wenn sie in jedem Puncte

stetig ist, w. z. b. w.

Erstreckt sich das Gebiet 1' ins Unendliche, so ist f in T stetig, wenn diese Function in jedem

endlichen Theile von T stetig ist.

§ 40. Bestimmung einer stetigen Function durch ihre Werthe in gegebenen Puncteu.

Eine stetige Function /'(x) einer Veränderlichen ist in dem Intervalle von a bis b überall bestimmt,

wenn sie für Werthe von x gegeben ist, die so über das Intervall a, b vertheilt sind, dass in jedem

noch so kleinen Theile desselben unendlich viele liegen. Z. B. wenn sie für alle rationalen x gegeben ist.

Beweis. Da nach der Voraussetzung in jeder beliebigen Nähe von x unendlich viele Zahlen

Xi, xi, x^, . . Xn, . . vorhanden sind, für welche /"{x) unmittelbar gegeben ist, so könnnen wir diese

Zahlen xi, x-i, . . a;„, . . so einrichten, dass sie eine abnehmende, oder auch eine zunehmende reguläre

Folge bilden, deren Grenze oder zugehörige Zahl die Zahl x ist. Dann bilden die Werthe [{x^), f{x-2),

. /"{xn), . . ebenfalls eine reguläre Folge, weil wegen der vorausgesetzten Stetigkeit, n so gross ge-

nommen werden kann, dass für jedes positive m /"{xn+m)—f{xn) dem absoluten Betrage nach beliebig

klein wird. Die zur Folge gehörende Zahl ist der Werth der Function im Puncte x also gleich f(x).

Denn wäre f{x) von dieser Zahl um verschieden, so könnte / nicht stetig sein, weil die grösste

Schwankung von / in jedem noch so kleinen Intervalle S, welches den Punct x enthält grösser oder

gleich ö sein würde.

Ein vielfach angewandter speeieller Fall dieses Satzes ist der: Wenn zwei Functionen im
Intervalle von a bis b stetig sind, und für alle Werthe von a; < & übereinstimmen, so müssen sie auch

für X ^^ b tibereinstimmen. Oder auch, wenn sie für alle x> a tibereinstimmen, so müssen sie noch

für X = a tibereinstimmen.

Ebenso müssen zwei stetige Functionen von x und y am Bande eines Gebietes T überein-

stimmen, wenn sie im Innern dieses Gebietes übereinstimmen,

§ 41, Summen, Produkte und Quotienten stetiger Functionen. Eine Summe (oder

Differenz) und ein Produkt zweier stetigen Functionen ist immer wieder eine stetige Function. Denn ist

F{x) ^ /'{x) + (p{x), ^{x)= f{x).(p{x), absj^^l, abs g ^ 1

abs {fix± S,h)—f{x)) < 0, abs {(p{x± h^)—<p{x)) < 0, f{x± gÄ) = f{x)+riG, q>(x± gÄ) = ^{x)+go,

so ist

abs(i^(a;±gÄ)— i^(a;)) < 2ö, abs(^(x±gÄ)— ^(a;)) = abs ö(»/?P(a;) + g/(a;)+»?gö),

und beide Ausdrücke können, da cp(x), fix) nothwendig endliche Grössen sind, durch Annahme
hinlänglich kleiner Werthe von h beliebig klein gemacht werden. Ist ferner ^ (x) = f{x) : <p{x),

so ist

$(x±m
^(")-K^TgÄ)-^(^)--<' K^±gÄy?(^-

Dieser Ausdruck kann dem absoluten Betrage nach offenbar allemal dann beliebig klein gemacht werden
durch Verminderung der Zahl h, wenn (p{x) von Null verschieden ist. Demnach ist der Quotient zweier

stetigen Functionen im Allgemeinen nur da stetig, wo der Nenner nicht verschwindet.

Für Functionen zweier Veränderlichen bestehen die gleichen Sätze, die ebenso leicht zu er-

weisen sind,

§ 42. Masima und Minima. Eine in dem Intervall von a bis b stetige Function besitzt

mindestens ein Maximum und mindestens ein Minimum, d, h. es giebt mindestens einen Werth von x,

für welchen sie ihre obere Grenze erreicht, und einen Werth von x für welchen sie ihre untere Grenze

erreicht.
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Theilen wir das Intervall von a bis h in Wj gleiche Theile, so giebt es einen, in welchem die obere

Grenze G dieselbe als im Intervalle ah ist. Der am Anfange eines solchen Theilintervalles stehende

Werth von x sei x^, so dass am Ende desselben die Zahl x\ = a;i + (&— a) : Wi steht. Das Intervall von

x^ bis x\ theilen wir in n-i Theile, so ist wieder mindestens in einem Theilintervalle die obere Grenze G.

Am Anfange dieses oder (wenn mehrere vorhanden sind) eines solchen Theilintervalles steht die Zahl

Xi am Ende die Zahl x'.^ ^ Xi + (&

—

a):n]n^_. Dies Intervall theilen wir in »13 Theile u. s. w. So er-

halten wir eine niemals abnehmende Folge x^^ x^, . . x», . . die nicht über b hinauswächst, und die

folglich zu einer bestimmten Zahl x gehört. Für diesen Werth x ist f{x) gleich G.

Wäre nämlich f{x) von G um mehr als verschieden, so würde in dem Intervalle von x„ bis

X, weil die obere Grenze darin G ist, die grösste Schwankung mehr als betragen, und die Function

könnte, weil dies Intervall für ein hinlänglich grosses n beliebig klein wird, nicht stetig sein, was

gegen die Voraussetzung ist.

Der Beweis für das Vorhandensein eines Minimums ist ganz analog.

§ 43. Maxima und Minima der Functionen zweier Veränderlichen. Eine in einem

Gebiete T stetige Function zweier reellen Veränderlichen besitzt ebenfalls ein Maximum und ein Minimum.

Die Function f{x, y) besitzt für jeden Werth von x als Function von y, so weit sie gegeben

ist, ein Maximum G{x), das also eine Function von x ist. Und zwar ist G{x) eine stetige Function

von X. Denn wäre f{x,y)= G(x) und wäre G{x + h) um mehr als ö kleiner als G{x), wie klein

auch h sein mag, so müsste auch f{x + h, y) mindestens um kleiner als f{x, y) sein, was gegen die

Voraussetzung der Stetigkeit ist. Wäre umgekehrt G{x) um kleiner als G{x-\-h) wie klein auch h

sei, und G{x + h) = f{x + h,y), so würde auch f[x,y) mindestens um kleiner als f{x + h,y) sein

müssen, was wieder gegen die Voraussetzung ist.

Diese stetige Function G(x) besitzt aber eine obere Grenze G die für ein bestimmtes x er-

reicht wird, nach § 42. G ist also die obere Grenze von f(x, y) für ein bestimmtes x als stetige

Function von y. Dieselbe wird daher für ein bestimmtes y wirklich erreicht.

Der Beweis für das Vorhandensein eines Minimums wird ganz analog geführt.

§ 44. Mittelwerthsatz. Eine zwischen a und h stetige Function, nimmt jeden Mittelwerth

m zvöschen ihrer obern Grenze {G) und ihrer untern Grenze {g) mindestens einmal wirklich an.

Theilt man das Intervall «ö in zwei Theile, so ist die obere und untere Grenze von f{x)—M
entweder in dem einen oder in dem andern Intervalle von entgegengesetzten Zeichen, oder es ist eine

der oberen oder unteren Grenzen Null, in welchem Falle dieser Werth nach dem Vorigen für einen

bestimmten Werth von x von der stetigen Function f{x)—M angenommen wird. Wäre nämlich die

obere und untere Grenze in einem Theile positiv, in dem andern negativ, so würde f{x) an der Thei-

lungsstelle, welche zu beiden Intervallen gehört, sowohl positiv als auch negativ sein, was gegen die

Voraussetzung der Eindeutigkeit ist.

Das Intervall, in welchem obere und untere Grenze von f entgegengesetzte Zeichen haben,

theilen wir in zwei etwa einander gleiche Theilintervalle und suchen dasjenige, in welchem die obere uud

untere Grenze entgegengesetzte Zeichen haben u. s. w. Dies Verfahren findet ein Ende, wenn einmal

eine obere oder untere Grenze Null ist, in welchem Falle der Werth Null von der Function f{x)—M
wirklich einmal angenommen wird. Das Verfahren braucht aber auch zu keinem Ende zu führen,

sondern kann ins Unendliche fortgehen. Beginnt nun das zuerst bestimmte Intervall bei x^^ (wo x^

auch gleich a sein kann) und endet bei x\, das zweite bei x^ und endet bei x\, u. s. w. x^, x^, . . x'^,

x\, . . so bilden die Zahlen x\, x^, x^, . . eine niemals abnehmende Folge und x\, x'^, x'^, . . eine nie-

mals zunehmende Folge, zu denen, da ihre Terme endlich sind, bestimmte Zahlen x bez. x' gehören.

Da aber die Terme x„ und x'n sich beliebig wenig unterscheiden, wenn n gross genug genommen wird,

so muss x = x' sein. Für diese Zahl x ist f{x)—M^ oder f{x) = M. Denn zwischen Xn und x'n

sind die obere und untere Grenze von f{x) von entgegengesetzten Zeichen, können aber, weil dies

Intervall mit wachsendem n beliebig klein wird, sich wegen der vorausgesetzten Stetigkeit nicht um
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mehr als o unterscheiden, wenn ö beliebig klein voigegeben wird, also können sich die Werthe auch

von Null nicht um mehr als ö unterscheiden. An der Stelle x, die immer zwischen aj„ und x'„ liegt,

wie gross auch n genommen wird, ist f(x) von Null um weniger als jede noch so kleine Zahl ver-

schieden, ist also Null.

Sind obere und untere Grenze sowohl in der ersten als auch in der zweiten Hälfte des Inter-

valles von a;„ bis .t' von entgegengesetzten Zeichen, so können wir, so oft dies eintritt, x,^_^i mit a;„

zusammenfallen lassen, also die erste Hälfte des Intervalles der weitern Untersuchung zu Grunde

legen, so erhalten wir von selbst den von Herrn Weierstrass urgirten Satz, dass /(a;), wenn x von

a bis b wächst, den Werth M an einer bestimmten Stelle einmal zum ersten Male annimmt.

Eine stetige Function von zwei Veränderlichen nimmt jeden Mittelwerth zwischen ihrer obern

und untern Grenze unendlich oft an. — Verbindet man nämlich die Punete, in welchen die Function

f(x, y) ihr Maximum und ihr Minimum annimmt durch eine in dem gegebenen Gebiet verlaufende

Curve, so muss auf ihr, weil dort die Function eine Function einer Veränderlichen (z. B. der Curven-

länge) ist, jeden Mittelwerth mindestens einmal annehmen. Da aber unendlich viele verschiedene

Curven vorhanden sind, so muss sie jeden Mittelwerth unendlich oft annehmen.

Schwerer zu beantworten ist die Frage, ob der Ort aller Punete, in welchen f einen gegebenen

Mittelwerth annimmt, ein continuirliches Gebiet bildet.

§ 45. Die Bezeichnung /f/c + O). Nähert sieh der Werth f{x + h) für abnehmende h einer

bestimmten Grenze, so bezeichnet Dirichlet diesen Werth mit /"(x+ O), nähert sich f{x— h) mit ab-

nehmendem h einer Grenze, so bezeichnet er diesen Werth mit f[x— 0). /(cc-l-O), f{x) und /(x^O)
können alle drei von einander verschieden sein. Ist jedoch f{x) an der Stelle x eine stetige Function,

so fallen die drei Werthe zusammen, denn /(o; + 0) und f{x— 0) können sich nach der Definition der

Stetigkeit von f{pc) nicht um ö unterscheiden, wenn ö beliebig klein vorgegeben wird, sind also gleich f{x).

§ 46. Functionen einer complexen Veränderlichen. Ist eine complexe Zahl z =^ x-\-yi

gegeben, so ist sowohl der reelle Theil x, als auch der imaginäre Theil y dieser Zahl gegeben. Des-

halb kann jede Function f{x, y) von x und y als Function der eomplexen Veränderlichen z angesehen

werden, indem zu jedem Werthe von z ein bestimmter Werth von / gehört. Eine solche Definition

einer Function der eomplexen Veränderlichen z erweist sich jedoch nicht als vortheilhaft. Vielmehr

werden von den Mathematikern nur solche Functionen von x und y als Functionen von z angesehen,

deren Werth aus der Zahl z mittels der vier Species zu erhalten ist. Sollten solche Operationen un-

endlich oft vorzunehmen sein, so muss man die Definition noch weiter beschränken. Wir verstehen

unter Functionen einer eomplexen Veränderlichen nur Functionen, die durch Potenzreihen, die wir in

einem spätem Abschnitt behandeln, dargestellt werden. Manche häufiger vorkommende Potenzreihen

haben bestimmte Bezeichnungen erhalten, bei manchen Functionen, wie namentlich bei den rationalen,

die durch die vier Species in endlicher Weise darstellbar sind, genügt es nachzuweisen, dass sie durch

Potenzreihen dargestellt werden können.

Die Functionen einer eomplexen Veränderlichen sind complexe Functionen, sie sind stetig,

wenn der reelle Theil sowohl als der imaginäre stetige Functionen von x und y sind. Ist g jede Zahl,

deren absoluter Betrag kleiner oder gleich Eins ist, ist also etwa g = g + ?;«, §§+ ?;?; = 1, so kann

die Bedingung für die Stetigkeit einer Function der eomplexen Veränderlichen z im Punete z dahin

ausgesprochen werden, dass für jedes noch so kleine ö eine Zahl h gefunden werden könne, für welche

abs{f{z + i;h)—f{z))^o

wird. Ist nämlich der reelle Theil von f gleich (p{x, y), der imaginäre hp{x, y), so kann der Ausdruck

ahs{n^ + ^h)—f{z))=

'\/{q>{x+^h,y+7]h)—(p{x,y)){(p[x+gh,y-[-i^h)—(p{x,y))+ {-(p{x+S,hj^

nur dann beliebig klein sein, wenn es die Ausdrücke
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cp{x+ih, y+r]h)—cp{x, y), ipix+^h, y+9]h)— il){x, y)

sind.

Der absolute Betrag von f{z), also die Function äbsf{z) ist dann ebenfalls eine stetige Function

von X und y.

Die ganze Potenz, der binomisclie Lehrsatz und

die ganzen Functionen.

§ 47, Die ganze Potenz. Das Produkt von n einander gleichen Zahlen z.z.z. . . .z wird

mit z" bezeichnet, und die nte Potenz von z genannt und z hoch n gelesen. Die Zahl n heisst Expo-

nent. Die ganze Potenz — später werden für n allgemeinere Zahlen eingeführt — ist eine eindeutige

Function der complexen Veränderlichen z, die für jeden endlichen Werth von z endlich ist. Eine

Summe solcher Potenzen, die noch mit beliebigen Zahlen (Coefficienten) multiplicirt sein können, und

zu welchen auch noch eine beliebige Constaöte hinzugefügt werden kann, die also die Form hat

Ao+AiZ^+A2z'^+AiZ^+ . . +^b2»,

heisst eine ganze Function von z, und ist ebenfalls für endliche z endlich. Von den Zahlen ^o» ^u
A2, . . können beliebig viele Null sein.

Ist n > m, so findet die Gleichung statt,

2" : z"* = z"-"'.

Lässt man dieselbe auch noch für n = m und w < m bestehen so ergiebt sich

wodurch neben den ganzen positiven Potenzen noch die ganzen negativen eingeführt sind. Das Ge-

setz 2" : z'" = z"~™ bleibt, wie man leicht sieht, für negative Zahlen und für die Null ebenso wie für

positive Zahlen w, m in Kraft. Die 0-te Potenz von z ist eine Constante, Eins, die negative Potenz

von z ist eine eindeutige Function der complexen Veränderlichen z und ist endlich, ausgenommen für

j2 = 0. Setzt man für z Zahlen, deren absoluter Betrag abnimmt, so wächst der absolute Betrag von

2-" über alle Grenzen, man sagt deshalb, die Function werde im Puncto unendlich. Die Ausdrucks-

weise, die Function ist im Puncte Null unendlich, ist im Grunde nicht correkt, weil o: keine Zahl

ist, die Redeweise läuft indessen zuweilen mit unter. Die Gleichung z^-.z"" = z"-™ findet, streng zu reden,

im Puncte Null nicht statt. Bei stetigen Functionen ist man jedoch gewöhnt an Stellen, wo dieselben

genau genommen unbestimmt sind, dort den sieh stetig an die Umgebung anschliessenden Werth zu

setzen, wenn ein solcher vorhanden ist, so dass in der Regel die Division z" : z™, wenn n> m ist,

ohne Weiteres auch für z = als giltig angenommen wird. Streng genommen müsste jedoch der

Quotient für z = besonders definirt werden.

Die Functionalgieichung {z.tf = z" .i" gilt für jedes g ausgenommen etwa für z = oder

5 = 0, wenn n negativ ist.

§ 48. Stetigkeit der ganzen positven und negativen Potenzen. Die ganze Potenz

ist eine stetige Function. Es besteht nämlich die Identität

in_2«=(<_z) (<™-l+ Z»-2.2+<«-3.22+ . .
+j(n-i-l,2*+

. . +Z«-1).

Setzt man z-\-Xh für t, absX=l, so folgt

(z+Aä)«—z» = ;iÄ.)(z+ AÄ)«-i+(z-t-AÄ)»-2.z-|- . . +z"-^\.

Nun ist der absolute Betrag von z-\-Xh, wenn äbsX'^ 1, und h eine positive Zahl ist, kleiner oder

gleich z'+h, wenn z' der absolute Betrag von z ist, und der absolute Betrag von {z+Xhy-n—h—l
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kleiner als (z'+h)"^'^. Demnach ist der absolute Betrag- des Ausdruckes in den Klammern kleiner als

n.{z'+h)"—^, und es lässt sieb, wenn z gegeben ist, und h gewisse Grenzen nicht überschreitet leicht

eine Zahl y¥ angeben, über welche dieser absolute Betrag nicht hinausgeht. Es ist demnach abs{{z+Xh)"
—z") = X.M. h, und man kann h so klein annehmen (z. B. = ö: M\ dass dieser Ausdruck s ^jvd,

wenn beliebig klein vorgegeben wird, w. z. b. w.

Nach den Principien des § 41 folgt sogleich, dass auch jede ganze Function von z eine stetige

Function der complexen Veränderlichen z sei, und da der Quotient stetiger Functionen auch stetig ist

bis auf die Stellen, in denen der Nenner verschwindet, so muss auch 1 : z" ^ z-" eine stetige Function

sein, ausser für z == 0. Der Punct Null ist eine Unstetigkeitsstelle für die negative Potenz.

Ist absa < ahsb, so ist auch absa"' < absb", wenn n positiv ist.

§ 49. Grad einer Function, Wurzeln einer Gleichung. Den grössten Exponenten, der

in einer ganzen Function vorkommt, oder den Exponenten der höchsten Potenz nennt man den Grad
der Function. Einen Werth von z für welchen die Function verschwindet, nennt man eine Wurzel

dieser Function, richtiger eine Wurzel der algebraischen Gleichung, welche entsteht, wenn man diese

Function der Null gleich setzt. Ob immer solche Wurzeln existiren ist eine erst später zu entschei-

dende Frage. Ist die Gleichung speciell von der Form z"

—

a = 0, so schreibt man für die Lösung

z = \/a oder an. Ist a eine positive Zahl, so ist eine solche wte Wurzel immer vorhanden, und zwar
giebt es nur eine solche wte Wurzel die selbst eine positive Zahl ist, während andere, wie sich später

zeigen wird, sehr wohl noch vorhanden sind. — Für reelle Werthe von z nämlich ist die Function

z"—a reell, für z = ist sie —a, also negativ, und für z = 1 ist sie, wenn a < 1, positiv, ist aber a > 1,

so ist sie für z = a positiv, da sie aber stetig ist, und ihre untere Grenze zwischen und 1, bez. zwischen

und a, negativ, ihre obere positiv ist, so muss sie den Werth Null nach § 44 mindestens einmal

annehmen. Wäre a = 1, so wäre z"— 1 für 2=1 Null. Es giebt aber auch nur einen positiven reellen

Werth von z, welcher gleich \/a ist. Denn wären z und t zwei solche Werthe und wäre z <i t, so

müsste auch z" < i" sein, es könnten also nicht die letzten Zahlen beide gleich a sein.

Ist z = \/a, i = \/b, so folgt aus der Gleichung

z" .t^ = (z.t)" = a.b, zt = \/ab ^ \/a.\/b.

§ 50. Höchste Zahl der Wurzeln einer Gleichung. Wenn auch hier noch nicht fest-

gestellt zu werden vermag, wie viele Wurzeln eine Gleichung vom wten Grade haben muss, so lässt

sich doch leicht zeigen, dass sie nicht mehr als jiWurzeln, ?iLösungen besitzen kann.

Wir benutzten schon oben einmal die Identität

(z''— f'') = iz— t).CPn-l{z) = (z—t) {z''~^+ Z''-'-.t+ z''-Kf^+ . . +t"-^).

5P„_i(z) ist hierbei eine ganze Function von z vom ra— Iten Grade und der Coefficient der höchsten

Potenz, also der Coefficient von z"-^ ist Eins. Nun sei

/•(z) = ^0+4^+^2^^+ . . +AnZ'',

und es sei /(zi) = 0, /(zj) = 0, /(zj) = 0, . ., f(z„) = 0, und die Zahlen zi, Zj, . ., z„ seien von
einander verschieden. Dann ist

f(z) = fiz)~r{z,) = (z-z^) {A,+A.,g>,(z)+A,<p,(z)+ . . +^„95„_i(z)) = (z-^z,) A-i(z),

wenn /'„_i(z) die Eigenschaft hat, eine ganze Function vom Grade n— 1 zu sein, in der die höchste

Potenz, also z"-i mit J„ multiplicirt ist. Da nun weiter /"(zi) ^ (z2—zi)/'„-i{z2) ^ ist, und z-i— zi

von Null verschieden ist, so muss fn-i(z^) Null sein. (Diese Nothwendigkeit würde nicht bestehen,

wenn wir für z nicht die gewöhnlichen Zahlen, sondern andere etwa die Quaternionen setzten.) Man
wird also die ganze Function /;_i(z) in die Form (z— z2)/n_2(z) bringen können, worin fu~2{z) eine

ganze Function vom Grade n—2 ist, und z"-'- wieder den Coefficienten .4„ hat. Indem man ebenso
den Factor z— zg aus f,i-i{z) aussondert, und dasselbe Verfahren wmal anwendet, wodurch man auf

5*
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eine ganze Function fa{z) gelangt, welche vom Grade 0, und mithin gleich An ist, findet man
schliesslich

/•(Z) = (^_^,) (2_,,) (^-^3) . . (2_..,0 . An.

Gilbe es nun noch einen Werth z„_|_i für welchen f{z) verschwände, so müsste, da Zn-^i— Z], Zn-^-i
— z^,

. . z„-|-i— z„ nicht verschwinden, A„ Null sein. Wendet man dieselbe Schlussweise auf die Function

^o+^t^+ +^n-i2"~'' an, so folgt ebenso, dass An-i Null sein müsste, u. s. w. Es kann also f(z)

nur dann für n+i Werthe verschwinden, wenn in dieser Function alle Coefficienten verschwinden,

wenn sie für jeden Werth von z verschwindet, wenn sie identisch Null ist.

Dieser Satz wird sich als fruchtbar erweisen. Es geschieht nämlich zuweilen, dass man einer

Function, obschon sie niclit geordnet ist, in der vielmehr noch verschiedene Prouukte und Summen von

Produkten enthalten sind, ansieht, dass sie eine ganze Function von z ist, deren höchster Grad nicht

grösser als n ist. Findet sich nun, dass diese Function für w+1 Werthe von z verschwindet, so bi-aucht

man nicht erst weiter zu ordnen, sondern man weiss im Voraus, dass sie identisch verschwindet, dass

beim Ordnen nach Potenzen A'on z alles sich fortheben muss, dass die Coefficienten aller Potenzen

Null sein müssen.

§ 51. Bestimmung einer ganzen Function aus gegebenen Werthen. Ist eine ganze

Function von z vom nten Grade für m+ 1 von einander verschiedene Werthe von z für z^, zo, . ., z„+i,

willkürlich gegeben, so ist dadurch die Function völlig bestimmt. Sind die n+\ gegebenen Werthe

Null, sO/ist die Function nach § 10 identisch Null. — Es sei f{z) die gesuchte Function, und

/(zi) = ^„ nz.^ = A,, . ., /(z„+,) = -4«+i,

(z— zi) (z— Z2) (z— 23) . . (z— Zn+i) = ^iz), A{z) : {z—z^) = A^{z)

so ist die Function

^^^>
A,{z,) ^ A,{z,) + • + z/„(z„) + J„+i(2.+0

In der That verschwinden Ai{z), A-2{z), . . J^_i(z), J^-i-i(z), . . /}n+i{z) für z == z^, so dass in obiger

Summe für z = z^^ nur das jite Glied stehen bleibt, welches offenbar den Werth A^^ hat.

Gäbe es nun noch eine zweite ganze Function von z vom ?2teu Grade, etwa (p{z), so würde

/(z)

—

(p{z) für die w+i verschiedenen Werthe zj z-j, . ., Zn-\-i verschwinden, und müsste daher identisch

verschwinden. Es muss also /(z) = (p{z) sein.

§ 52. Sehr grosse Werthe der Veränderlichen. In einer ganzen Function kann man
die Werthe der Veränderlichen z so gross annehmen, dass der absolute Betrag des Termes, welcher

die höchste Potenz von z enthält, den absoluten Betrag der Summe aller übrigen 'J'erme übertrifft.

Es sei

/(z) = .4„z"+.4„_iz«-i+ . . +A,z+ A^,

und abs {A^ : -4„)= M für jedes ,«. Dann ist

ais(^"=^z-~^ + ^^z''-'-+ . . +^)^3J.{absz''-'+ absz''-'+ . . +1) ^ ,y
^^^siz-)-!

Nimmt man also den absoluten Betrag von z = M+ 1 au, so ist der Ausdruck kleiner oder gleich

absiz^)— 1, also ist abs z" grösser als die Summe der absoluten Beträge der übrigen Glieder, und

also auch grösser als der absolute Betrag der Summe w. z. b. w. Setzt man abs z = PM+\, P>\,
so ist das höchste Glied mindestens i'-mal so gross als die Summe der übrigen.

§ 53. CoroUar. Hieraus folgt ohne Weiteres, dass sämmtliche Wurzeln einer Gleichung

.4„z''+^„_iz»-i+ . . +.4iZ+^„ = 0,

dem absoluten Betrage nach kleiner als die grösste um Eins vermehrte unter den Zahlen abs{An-i: An),

äbs^An-i-. An), . ., abs {A^: An) sind.

Weiter ergiebt sich leicht, dass eine Gleichung /"(z) == von ungeradem Grade mit reellen

Coefficienten gewiss eine Wurzel habe. Denn für reelle 2 ist die Function f{z) reell, und für hinläng-
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lieh grosse negative z negativ, (wenn An positiv vorausgesetzt wird, was die Allgemeinheit offenbar

nicht beschränkt,) weil ^„(— z)" negativ ist, und an Grösse alle übrigen Terme übertrifft, also das Vor-

zeichen von f{z) bestimmt. Für hinlänglich grosse positive z ist f(z) positiv aus gleichem Grunde.

Da nun die Function / stetig ist, so muss sie (§ 44) den Werth Null mindestens einmal annehmen.

§ 54. Sehr kleine Werthe von z. Für die Veränderlicche einer ganzen Function kann
man eine Zahl mit so kleinem absoluten Betrage setzen, dass das Glied mit dem kleinsten Exponenten

die Summe aller übrigen dem absoluten Betrage nach übersteigt. — Es sei

So ist für den Ausdruck ^4^4.1+^^.^22+ • • -\-AnZ^~^'—^ = (p{z) leicht eine obere Grenze anzugeben,

die er für jeden Werth von z der kleiner als Eins ist nicht übersteigt. Sind die Zahlen ^„+1, ^„+2,

. ., ^B, kleiner oder gleich M dem absoluten Betrage nach, so ist (n

—

^M diese Grenze. Daher braucht

man nur, wenn z . (p{z) dem absoluten Betrage nach kleiner als werden soll, z = ö: (n—ft)M zu machen.

Wählt man weiter so klein, dass absA^>o ist, so ist für jene- z auch abszf^A^ > absz>^ .z.(p{z)

oder > a6s'(zi"+i^^4.i+2'"+ä^^-f-2+ . . +z"A) w. z. b. w.

§ 55. Binomischer Lehrsatz für ganze Exponenten. Für viele Untersuchungen ist es

wichtig, die J'unction f{z) durch eine Substitution z = a-\-t zu transformiren. Soll nun die Function

fia+t) nach Potenzen von i geordnet werden, so ist zunächst nöthig, (a+t)" nach Potenzen von t zu

ordnen, der Potenz dieses Binom's die gewöhnliche Form einer ganzen Function za geben. Da (a+i)"
= «"(l+z)" ist, wenn t:a^=z gesetzt wird, so genügt es die Entwickelung von (1+z)" nach Potenzen

von z zu haljeu, um die von (a+0" u^'Ch Potenzen von t daraus abzuleiten. Nun ist aber

(i+z)i =l-|-z

(1+Z)2 = i -[-22+22

(1+2)3 = 1+32-^-322-^^3

(1+2)" = Wo+»*i^+%-2'^+ • • +nkz''+ . . +?i„2".

Hierin ist Wq ^ 1, wie z^O ergiebt. Multipliciren wir die Gleichung nochmals mit i+z, so er-

halten wir

(l+z)"+l = Wo + (Wo+Wi)2 + (Wi+W2)z2+ . . +(?2i+Mi_i)2*+ . . +(n„+n„_i)2»+w„2"+i

= (W+ 1)0+ (ra+l)i2+ (»2+1)222+ . . +0l+ l)i2*+ . . +(n+l)„Z''+(M+l)„2''+l.

Daraus fliesst zunächst (ri+l)„-[-i = «„ = . . i^ ^ li ^ !• Sonst aber ist

(re+l)i = rik+nt-i.

Die Grössen Wo, %, n-2, . ., ?u- . . heissen Binomialcoefficienten. Durch Induktion erräth man leicht

die Form der Zahlen nn als durch die Gleichung bestimmt

_ n(n—l){n—2) . . (n—k+i)
ni — ^^^-— 3

-
^ ,

und beweist deren Richtigkeit durch den S%luss von n auf n+\. Ist die Formel nämlich für jedes

k'^n und ein bestimmtes n richtig, so ist sie auch richtig für jedes k = re+1 und für re+1, statt n, weil

(n-^U - w(^-l) (>^-2) • • (/i-^+1) »(re-l)0i-2) .. (n-k+lL).k
(»^+1)*-

1 . 2 .
"3 'rr^k +iTT~:"3—r^^=i

—

i

^ w(ra—1) . . (w—A+2) /n—k+1 , k\ ^ (m+1) 7t_ (ra—1) (n—k+ 2)

1.2 . . (Ä— 1) [ k '^ k) ~ 1
'2'

-d

•
k

ist, so lange k "^ n ist. Dass aber
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( . n («+!) n 2.1

ist, erg-iebt sich von selbst. Uebrigens kann die Formel (ji+l)^. = Wa+?ij_i für jedes positive k als

gütig angesehen werden, wenn man w^ gleich Null setzt, sobald k > n ist, wie es auch sachgemäss ist.

Schreibt man nun wieder t:a für z und bildet den Ausdruck a"(l +<:«)", so ergiebt sich

Da die linke Seite im Bezug auf a und t symmetrisch ist, so muss es auch die rechte sein, " woraus

sich sogleich die Beziehung

ergiebt, die jedoch ebenso leicht auch direkt zu beweisen ist.

§ 56. Einige nahe liegende Eigenschaften der Binomialcoefficienten. Die Eigen-

schaften der Binomialcoefficienten

Uk+nu-x = (m+ 1)*, nn = ?«„_*

fanden schon im vorigen Paragraphen Platz. Aus der ersteren finden wir durch wiederholte An-

wendung eine neue Eigenschaft. Es ist nämlich

{n+1)i = (ra+l)j+(ra+l)i-i = Wi-f-2wi_i+Wi-2,

{n+S)t == Wi.-|-3?2i_i-f-3wi_3+Wi-s.

Durch Induktion gelangt man zu der Gleichung

(w-f-»w)A = Wi.»?o+Wi._i%-f-Mi._2»»i+ . . +?Ji—^m„+ . . +mi:no-

Nehmen wir nun an sie gelte für ein bestimmtes m, so gilt sie auch noch für ?»+l. Denn es ist

(?i-|-m+l)* = (w+l)i%-|-(ra+l)A-i»«i+(ra+l)i-2»h+ . . -|-(re+l)oW/,

= Wi.»Jo+ Wi_i(»?o-|-»?i)+Wj:-2(?«l+W2)+ • -|-Mo(»«'t-l+ »»/t)

= Wi(w+l)o+Wi_i(m-|-l)t4-Wi_2(m+l)2-f- • • +?io(»»+l)i.

Also gilt die Formel allgemein.

Setzt man in ihr m = n und k == 7i, so ergiebt sich mit Rücksicht auf die Beziehung 7ii = m„_*

die merkwürdige Gleichung

(2re)„ = /i„Wo4-w„_iWi-hw„_2W2-f- . . +w«Wo = (woP+(wi)2+(w2)2+ . . +(7i„y.

Noch zwei Relationen zwischen Binomialcoefficienten leiten wir aus der Entwicklung von (1 +z)"

ab, indem wir einmal z = 1, ein andermal z = — 1 setzen, so ergiel)t sich

. . .
n 71— 1 71 71— 1 n—2 ,

n 71— 1 n n— 1 w—2 n n— 1 w—2 n—

3

0=1—w+j
2 r 2 3~ + r 2 3 4

"*''

oder die Summe der Binomialcoefficienten mit geraden Indices ist ebenso gross als die der Coefficienten

mit ungeraden.

Setzt man in ?2t für n die beliebige complexe Zahl z, so erkennt man sogleich, dass diese Grösse

eine ganze Function von z ist, die für z = Q, \,% . . k—\ verschwindet, und für z = —\ den

Werth (— 1)* annimmt, wodurch sie völlig bestimmt ist. Auch ist (z+l)* = ^t+^ii—i-

Für das Produkt der Zahlen 1.2.3. . . n schreibt man abkürzend w!, gelesen ?i-Facultät. Von

der Verallgemeinerung der Facultäten wird später die Rede sein.

§ 57. Transformation ganzer Functionen. Die Ableitungen. Mit Hilfe des binomi-

schen Lehrsatzes ist es leicht, die Function

durch die Substitution £ = z+h so zu transformiren, dass die transformirte Function nach Potenzen
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von h geordnet erscheint. Es ist f{z+h) offenbar vom «ten Grade in Bezug auf h, weil nach dem
binomischen Satze (z+A)* vom Äten Grade ist. Wir setzen daher

worin die Grössen f'{z), f"{z), . . von h unabhängig und in Bezug auf ihre Zusammensetzung in z

noch zu bestimmen sind.

Fragen wir nach dem Beitrag, der von dem Term A^Cf^ = Af^{z+hY in dem Gliede ry/^^^z)

herrührt, so ergiebt sich sogleich, dass er z^—''.'hI'HkAf^ ist, wenn /f* einen Binomialcoefficienten be-

deutet. Dies ist der Beitrag jedoch nur dann, wenn (i mindestens k gleich ist, beachtet man aber, dass

(ik Null ist, wenn k > n ist, so erkennt man, dass die A^^, A^, . . A^, . . enthaltenden Terme von selbst

fortfallen. Demnach ergiebt sich

/(i)(z) = Ä(Ä— 1) (Ar—2) . . 2AA,+{k+l)k.{k—l) . . 2.A,+iz . .

+(i.{li—l) .. {ii—k+l)Af,z/'-'=+ . . +n.{n—l) . . {n—k+l)A„z"-\

also ist

f'{z) = Ai+2A2Z+ 3A3Z^+ . . +iiA^zf^-^+ . . +nAnZ''-\

f"(z) =2^2+ 3.2^32+4.3^4z2+ . . +f<(/^—1)^^2'^2^ . . +w(?i—1).^^"-^

Die Function t\^i ß™e Function der complexen Veränderlichen z ist eine Function vom n—Iten

Grade und heisst die erste Ableitung von /(z), f^f^^{z) heisst die //te Ableitung von /"(z), man über-

sieht leicht dass sie zugleich die yL— Ite Ableitung von f\z) ist. *) Es sind die Ableitungen abkürzende

Bezeichnungen für Functionen, die sich bei identischen Transformationen ergeben, speeiell ist die erste

Ableitung von /(z) diejenige Zahl, welche in der Entwicklung von /"(z-f-Ä) nach Potenzen von h mit

der ersten Potenz von h multiplicirt ist, von einem Grenzübergange ist dabei nicht die Rede.

Die Ableitung der Function az^ ist anz^^-^, die Ate Ableitung ist aii.fi— 1 . n—2 . . (i—A-|-l

.
2i"—*. Die jMte ist a[i\, die /z+lte, /<+2te . . ist Null. Die Ableitung einer Summe ganzer Functionen

ist die Summe der Ableitungen dieser Functionen.

Besitzt eine ganze Function f(z) den Theiler z— z, ^mal, so muss /(zi) ^ 0, /"'(zi) ^ 0, . .

/•(i«—i)(zj) = sein. Denn setzt man

so ist dieser Ausdruck dann und nur dann durch z—z, theilbar, wenn /'(zi) Null ist. Durch (z

—

z^Y
theilbar, wenn /(zi) und /'(^i) zugleich Null sind. u. s. w.

Die Potenzreihen.

§ 58. Eine unendliche Reihe von der Form

A^+A^{z—a)+A^{z—ay+ . . +An{z—aY+ . .

nennt mau eine Potenzreihe, und eine Function, welche durch diese Reihe, unter der Voraussetzung

der Convergenz, in irgend einem Gebiete dargestellt wird, heisst eine Function der complexen

Veränderlichen z. Da dieser Begriff später etwas auszudehnen ist, so drücken wir die Eigenschaft

der Function /"(z), nach ganzen Potenzen von z

—

a in eine convergente Potenzreihe entwickelbar zu

sein, dadurch aus, dass wir sagen, sie habe den Charakter einer ganzen Function in der Um-

•) Der wesentliche Unterschied zwischen Ableitung und Differentialquotient besteht darin, dass letzterer

unendlich oft da vorhanden ist, wo von einer Ableitung nicht die Rede sein kann. Die Ableitung hat zur Voraus-

setzung eine Function, die durch eine Potenzreihe darstellbar ist.
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gebung des Punctes a. Aucli sagen wir von der Reihenentwickelung' nach Potenzen von z— a. sie

sei eine Entwickelung im Puncte a.

Ist die Entwickelung im Puncte a absolut convergent für Werthe von z— a die kleiner als R
dem absoluten Betrage nach sind, so lässt sich für z—a eine Zahl mit so kleinem absoluten Betrage

setzen, daps das erste Glied der Entwicklung die Summe aller übrigen dem absoluten Betrage nach
übertrifft.

Es sei

f{z) = ^^(z-a)^'+^^+i(z-a)^+i+ . . +Alz-df^ . .,

so folgt aus den im § 23 über Multiplication der Reihen aufgestellten Sätzen, dass auch

f{z) = {z-aY {,A^^{z-d) (^^+,+^^^+,(z-a)+ . . +^„(z_a)«-.«-i+ . .))

sei. Die absolut convergente Reihe

muss nun, da sie für jeden Werth von abs (2

—

d) < R convergirt, eine Summe haben, deren Werth über

eine bestimmte Zahl nicht hinausgeht. Dies zu beweisen ist allerdings eine besondere Betracbtung

uöthig, die wir im nächsten Paragraph nachholen. Ist aber dieser Satz bewiesen, so kann man (z

—

a)M
folglich auch (2

—

d) (^^+1+^^+2(2—a)+ •) durch Annahme dem absoluten Betrage nach hinlänglich

kleiner z—a beliebig klein machen, kleiner als der absolute Betrag von ^„. Demnach kann man
auch in

(z_a)^+i (4,+i+^/.+-2(^-«)+ . .) =^^+i(2-«).«+>+ J^+2(2-a)^+ä+ . .,

den absoluten Betrag von (2—a) so klein annehmen, dass der absolte Beti-ag dieser Reihen kleiner

als der absolute Betrag von (2—a)'"^„ wird.

§ 59. Die unendlich v^fMgerte Convergenz. Bei der Untersuchung der Convergenz

der Reihen, in denen veränderliche Grössen enthalten sind bietet sich eine eigenthümliche Erscheinung

dar, welche man unendlich verzögerte Convergenz nennt. Es kann nämlich der Fall eintreten, dass eine

solche Reihe für jeden Werth eines continuirlichen Gebietes, sei es einer, sei es zweier Dimensionen, conver-

gent ist, während die Auzahl der Glieder, welche zur Bestimmung eines Werthes nöthig sind, der sich

vom Greuzwerthe um weniger als eine kleine vorgegebene Zahl unterscheidet, von dem Werthe der

Veränderlichen abhängt, und gelegentlich bei Annäherung der Veränderlichen an specielle Werthe über

alle Grenzen wächst, während für den Werth selbst wieder eine bestimmte Zahl Glieder ausreichen.

Nehmen wir an, die Veränderliche x, die darin vorkommt, sei reell, und bei x^ trete jene Erscheinung

ein. Die Reihe werde mit f{x) bezeichnet, so wäre es vielleicht nicht unpassend zu sagen, die Reihe

convergire für jedes x in einem Gebiete auch für x = x^ abei- die Reihe /(a;o+0) oder f(x^— 0) sei

nicht convergent. Wir weisen die Möglichkeit eines solchen Verhaltens an einem bestimmten Beispiele

nach. Es sei

«0+ ^1 +«2+ • • +««+ • • = f{x),

xn x(n— 1) X

i+xn l+x(n—i) (l+a;(w— 1)) (l+a:«)
= a„{x).

Die Summe der ersten ?z Glieder sei f„{x), so ist dieselbe gleich und nähert sieh für jedes x

dem Werthe 1, nur für a; = ist die Summe Null. Nimmt mau aber für x kleinere und kleinere

Werthe, so muss man offenbar, um zum Grenzwerth Eins zu gelangen aus der Reihe mehr und mehr

Glieder nehmen, während für x = sämmtliche Terme der Reihe sind, also schon mit dem ersten

Gliede der Grenzwerth erreicht wird.

Das Eintreten unendlich verzögerter Convergenz ist zuerst von Herrn Seidel entdeckt und das

hier gegebene einfache Beispiel rührt von Herrn du Bois-Reymond her, welcher zugleich gezeigt hat,

dass nicht blos unstetige Functionen durch solche Reihen dargestellt werden können, sondern dass

auch gelegentlich die Darstellung stetiger Functionen auf solche Erscheinungen führen kann. Als Bei-

spiel dafür giebt er die Reihe
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V" ]an{x)— an(x-)\,

wenn an{x) die obige Bedeutung liat. Ihre Summe ist fortwährend Null. Bei der Stelle x = ver-

zögert sich die Convergenz unendlich. Könnte dieser Fall bei Potenzreihen namentlich für abnehmende

Veränderliche eintreten, so würde der im vorigen Paragraphen gemachte Schluss unzulässig sein, denn

es könnte

mit abnehmendem z— a grösser und grösser werden, grösser als jede vorgegebene Zahl M, obschon

für z— a = die Eeihe den endlichen bestimmten Werth ^^+1 hat.

Dieser Fall kann jedoch bei einer Potenzreihe im Gebiet der absoluten Convergenz nicht vor-

kommen. Es sei

rn{z) = Ao+Ai(z—a)+ .. +Aniz—ay, f{z)= lim f,{z),
n ^ x>

und die Reihe sei absolut convergent, so lange abs z—a = R ist, dann ist

^+„(z)—/„(z) = A„+i{z—aY+^+ . . +An+m{z—a)n+m,

und da die Eeihe für abs {z—a) = R absolut convergent ist, so giebt es ein bestimmtes 7i, welches so

gross ist, dass

A'„+iR^+'-+A'n+2R''+-+ . . +.4;+»««+"' < ö

ist, was auch m sein mag, wenn ö beliebig klein vorgegeben wird, und /ij, für absA^^ geschrieben ist.

Ist nun abs (z— a) < R, so ist

abs(A„+i{z—a)''+^+ . . +^„+,„(2—«)"+") ^ a&i ^„+1(2;—«)"+!+ . . + abs A„+m(z—aY+"'

^ A'n+iR''+^+ A'n+2R"+''+ . . +A'n+mR"+'^ < ö,

was auch m sein mag. Ein und dasselbe n ist also hinreichend um abs (f„-^.m{z)—fn{z)) < zu machen,

welchen Werth z auch haben mag, wenn nur abs {z— a) < R ist. Da n eine bestimmte endliche Zahl

ist, so ergiebt sich zugleich, dass die Summe /"„(z) nicht bei Annäherung an einzelne Werthe von z über

alle Grenzen wachsen kann.

Hieraus folgt, dass eine durch eine absolut convergente Potenzreihe bestimmte Function in dem
Convergenzgebiete nicht Mos für alle Werthe von z selbst bestimmt und endlich ist, sondern dass auch

überall /(z+gO), (wenn /(z+gO) = lim/'(z+gÄ), h = 0, abs ^ = i ist,) einen bestimmten Werth hat,

der, weil /(z), wie wir sogleich sehen werden, stetig ist, von f{z) nicht verschieden ist.

§ 60. Convergenz gebiet. Convergirt die Reihe 2An{z—a)" = A()+Ai{z—a)+ . , für z = Z,

so ist dieselbe absolut convergent, so lange abs (z—a) < abs{Z—d) ist, oder im Innern eines Kreises

dessen Mittelpunct a ist, und auf dessen Rande Z liegt. — Da nach der Voi-aussetzung 2'An{Z—a)"

convergirt, so müssen die Zahlen

5„ = AniZ—a)"

dem absoluten Betrage nach mit wachsendem n gegen Null convergiren, und es giebt daher eine obere

Grenze für den absoluten Betrag der Zahlen der complexen Folge ^o? Bu B^_, . ., die G sein mag.

Die Terme der Reihe

A,+A,{z-a)+ A.{z-ar-^ . . = B,+B,^--^ +B,^^^^j + . .

sind aber, so lange abs (z

—

a) < abs {Z—a) ist, kleiner als die entsprechenden Terme der Reihe

welche convergent und gleich

«+-^7=5+« 1=71 +''l^-^l +

istj so lange «^^(z

—

a) <,ahs{Z—a) ist. Nach dem im § 14 ausgesprochenem Princip der Reihenver-

Thomac, Elementare Theorie der analvtischen Functionen. ;,
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gleichung ist demnach 2An{z—a)" im Innern eines Kreises dessen Radius abs {Z—a) und dessen Mittel-

punct a ist, absolut convergent, w. z. b. w. Man muss sich hüten diesen Schluss auf den Rand

des Gebietes, den Convergenzkreis, ohne Weiteres auszudehnen. Dort braucht die Reihe weder

absolut noch überhaupt überall zu convergiren.

Was die Convergenz der geometrischen Reihe anbetrifft, von der oben Anwendung gemacht

ist, so erweist sich dieselbe wie folgt. Der absolute Betrag von g sei q, so ist

absolut convergent, wenn

convergirt. Ist s„ die Summe der ersten /i Glieder der letzten Reihe, so ist

1—0" „
1—0""

Sn . , Sn+m~

Ist Q ein ächter Bruch, so ist 1—()"*
:
1

—

q < 1 :
1

—

q, also kleiner als eine von m unabhängige end-

liche Zahl, während q" durch Annahme hinlänglich grosser n beliebig klein gemacht werden kann.

Also kann ebenso Sn-^—Sn beliebig klein gemacht werden, sj, s-i, s^, . ., s„, . . ist eine reguläre Folge,

zu der die Zahl 1 :
1

—

q gehört. Die Summe der Reihe der g ist 1 :
1—g, weil sich die Summe der

ersten w Glieder, nämlich 1

—

C,": 1

—

C, für wachsende n beliebig wenig von dieser Zahl unterscheidet.

Ist in der Reihe
C,+ C.2+ . . +Cn+ . .

von einem bestimmten n ab Cn+i : C„ <C 1 dem absoluten Betrage nach, und zwar um eine von n un-

abhängige Zahl, so ist die Reihe absolut convergent.

Ist nämlich

und Q ein ächter Bruch, so folgt durch Multiplieation dieser Gleichung

abs (C„+™ : Q ^ q'"
, abs (Cn+m) = c™ . abs (C„),

was auch m sein mag. Also sind die absoluten Beträge der Terme der Reihe C1+ C2+ .. +Cn+C„+i

+ . . kleiner oder gleich den absoluten Beträgen der Terme der convergenteu Reihe C1+ C2+ . . +
C„+QC„+Q^Cn+ . . +Q'"C'„+ . ., mithin ist die Reihe (§ 16) convergent.

Dies angegebene sehr bekannte Kriterium ist ziemlich roh. Denn schon die, wie früher nach-

gewiesen wurde, convergente Reihe ^{l:7in) erfüllt die Bedingung dieses Kriteriums nicht. Dasselbe

aber auf den Fall auszudehnen, in welchem abs (Cn+i : C„) zwar kleiner als 1 bleibt, aber 1 zur Grenze

hat, ist nicht ohne Weiteres gestattet, wie das Beispiel der divergenten Reihe ^(1 : n) lehrt.

§ 61. Stetigkeit der durch Potenzreihen dargestellten Functionen. Hat die Function

f{z) in der Umgebung des Punctes a den Charakter einer ganzen Function, lässt sie sich also in eine

nach ganzen Potenzen von 2

—

a fortschreitende Reihe entwickeln, die in einem bestimmten, wenn auch

kleinem Gebiete convergirt, so ist sie in diesem Gebiete eine stetige Function von z. — Die Reihe

f{z) = Ao+{z-a)A+{z—ayAo-\- . . +{z—a)"A„+ . .

convergire, so lange abs {z—a) < R ist. Es liege z im Innern dieses Gebietes, und h sei eine so

kleine Zahl, dass abs {z—a)+absh < R ist. Dann ist mit Anwendung des binomischen Lehrsatzes

f{z+ h) = i:An{z—a+hy
= A^+Ai{z—a)+ A.{z—ay+ . . + A(z—«)" +

+ Aih +2A.2{z—a)h+ . . + nAn{z—a)"-^h +

+ A,h^^ + . . +j~Aniz-aY-'h^+

+ ..+ +
+ Anh" +

+
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Da nun wegen der vorausgesetzten absoluten Convergenz auch noch die Reihe

W = 00

^^ abs An • {abs (z

—

a)+abs h)"

n =
eonvergent ist, so ist auch die entstandene Doppelreihe, weil bei vertikaler Summation, bei welcher

die untereinander stehenden Glieder sich wieder zu einem Binom vereinigen lassen, so auch bei jeder

Summation, absolut eonvergent*) (§ 19). Es kann daher

r{z+h) = f{z)+hnz)+Y^r{z)+ • +^/''K')+

geschrieben werden, worin zur Abkürzung

/'(z) =^i+2^2(z—«)+ 3^3(z—a)2+ . . + nAn{z~ay-^+ . .,

/•"(z) =2^2+3.2^3(z—«)+ . . +re.(?z—l)//„(z—ä!)"-2+ . .^

^W(^z) = fclA,+ ik+l)k.(k—l) . . 2.^i.+i(z—«)+ . . +n.(«— 1) . . (?i—A-+l)^„(z—«)"-*+ • -,

gesetzt wird. Nun kann man aber (§ 58) den absoluten Betrag von h so klein annehmen, dass sich der

Werth der Reihe 2f'-''\z){z—0)":^! von ihrem erstem Gliede, also von f{z) dem absoluten Betrage

nach beliebig wenig unterscheidet, oder es kann, wenn beliebig klein vorgegeben wird, und ahs g= 1 ist,

abs (/-(z+gÄ)—/(z)) < ö

gemacht werden, w. z. b. w.

Die Functionen /'(z), /"(z), . . heissen bez. die erste, zweite, . . Ableitung von f{z) und sie be-

sitzen denselben Convergenzkreis als die Function f{z), d. h., im Innern des Kreises, in dem die Reihe

/(z) convergirt, convergiren auch ihre Ableitungen, und haben also eben da den Charakter einer

ganzen Function. Auf den Rand dieses Kreises darf dieser Satz aber nicht ausgedehnt werden.

§ 62. Methode der unbestimmten Coefficienten, Ist zj, z-i, Z3, . ., z„, . . eine reguläre

Folge verschiedener Zahlen, die gegen a convergiren, (lim z„ = a) und stimmen zwei nach Potenzen

von z

—

a entwickelte Functionen /(z), <:p{z) für z ^ zi, z^, . ., z„, . . überein, wobei natürlich die

Convergenz dieser Reihen für jede dieser Zahlen vorgesetzt wird, die dann von selbst (§ 60) für jede,

die nicht die dem absoluten Betrage nach grösste ist, eine absolute Convergenz ist, so sind f(z) und

cp{z) im ganzen Convergenzgebiete identisch gleich. — Es sei

/'{z) = Ao+Ai{z—a)+A,Xz—ay+ . ., (piz) = Bo+B,(z—a)+ß,{z—ay+ . .,

so ist zu beweisen, dass A^ = Bq, A^ = Bi, A^ = B^, ist. — Es ist

/(z„) = gp(z.),

dabei können wir n so gross, oder z„—a dem absoluten Betrage nach so klein annehmen, dass nach

§ 61 f{z„) = Aij-\-en, (p{zn) = BQ+)]n wird, wenn £„, rjn Zahlen sind, deren absoluter Betrag eine be-

liebig klein vorgegebene Zahl iö nicht übersteigt. Mithin ist

Aü = Bo+ S„-~7-jn,

und es unterscheidet sich A^ von Bq um weniger als a, um weniger als eine Zahl deren absoluter Be-

trag beliebig klein angenommen werden kann, also sind sie gleich, A^ = B^. Wird nun auch noch

.<4i
= i?i, A^^Bi, . ., Am-i = Bm-^. angenommen, so muss auch Am= B^ sein. Da nämlich unter

dieser Voraussetzung für z = zi, Z2, Z3, . . , z„, . .

{z-aY{Arn+A,,^x{z—d)+ . .) = (z—a)'"{B,„+B„+^{z—a)+ . .)

*) Es giebt zwischen der Theorie der Reihen und der bestimmten Integrale manche Analogien. Es mag er-

laubt sein hier für den obigen Satz auf das Fehlen der Analogie aufmerksam zu machen. Während nämlich eine

Doppelreihe aus absoluten Termen unbedingt convergirt, wenn sie bei einer Art der Summation convergirt, so kann
fdxj dy f{XiiJ) voTiJdyjdx f{x,y) verschieden sein, wenn f{x,y) im Integrationsgebiete positiv ist. Vergleiche

Schlömieh's Zeitschrift Jahrgang 23 pag. 67.
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ist und die in den Klammern stehenden Eeihen absolut convergeut sind, so kann man für z wieder

eine (von Null verschiedene) Zahl z„ setzen, so dass die in Klammern stehenden Reihen sich von Am

bez. B,n beliebig wenig unterscheiden, woraus dann nach Division mit (z„—a)"" folgt Am = Bm w. z. b. w.

Hieraus folgt nachträglich, dass die in Klammern stehenden Reihen auch für z = a einander gleich

sind. A priori konnte man dies nicht wissen, weil für z = a der Factor (2—a)"" verschwindet, und

aus der Gleichung O.P={).Q nicht P= Q geschlossen werden kann. — Verschwindet f{z) in der

Folge zi, zj, . ., z„, . ., so ist ^0 = 0, ^1 = 0, ^2 = 0,. .. Dies ist ein specieller Fall der Methode

der unbestimmten Coefficienten. Doch kann der allgemeinere Fall leicht aus dem speciellen herge-

leitet werden.

§ 63. Verallgemeinerung der Methode der unbestimmten Coefficienten auf Doppel-

reihen. Ist

/(z,£) = ^00+^Ol2+ 4üg4-^022'+^U^S+^20r^+ • • +A»2"£"'+ • •,

und versehwindet /(z, g), wenn die Werthe z und g aus den regulären Folgen zi, zj., z-i, . ., Zn, . .,

Si. ö2) £3» • V £«5 • •; limz« = 0, lirng,, = beliebig herausgegriffen werden, z. B. für z = z^, £ = Sv»

•2 = ZfJi', £ = £v'> • • so ist ^00 = 0, ^01 = 0, . ., An,m = 0.

Ordnen wir die Reihe, die als absolut convergent vorausgesetzt wird, nach Potenzen von z,

so sind die Coefficienten von z", z\ z% . ., z", . . Potenzreihen in g, die für £ = gi, gj, . . convergiren.

Die Reihe nehme dadurch die Form an

9oi&+ <Pl{S)z+<P2iyy^+ +9'«(£)2"+ • • =«"(2),

worin q)ü{S), 9>i{Q, • •, <Pn{Q, • • Potenzreihen sind, die für C, =
^f^

je einen bestimmten Werth an-

nehmen. Da nun die Reihe tv{z) für z = z^, zj, . . z„, . . verschwindet, und da diese Folge eine re-

guläre ist, deren Terme gegen Null convergiren, so müssen

9Po(£^)> 91 (£/.), 9>2(.Q, • •, <P«(£^), • •

sämmtlich Null sein. Betrachten wir gPm(g), so ist diese Reihe gleich

^»,0+^m,xg+A,3g2+ . . +A,n,nS'+ •

und sie verschwindet für die Zahlen der Folge gi, gi, . ., g«, . ., die eine reguläre ist, und deren

Terme gegen Null convergiren. Demnach muss

Am, = 0, Am, 1 = 0, . ., ^«, „ = 0, . .

sein, und dies gilt für jedes m, womit der Satz erwiesen ist.

Stände in der Doppelreihe z

—

a au Stelle von z und ^—a an Stelle von g, so müssten natür-

lich die Folgen z^, 2., . ., z„, . ., gi, ga, . ., g», • . bez. gegen a und a convergiren. — Sind zwei solche

Potenzreiheu in jenen Folgen einauder gleich, so sind sie identisch gleich.

§ 64. Transformation der Potenzreihen. Ist b ein Werth von z im Gebiete der absoluten

Convergenz der Reihe

/{z) = Ao-\-A{z—a)+A.2{z—ay+ . . +A,{z—ay+ . . = ^A(z—ß)«,

also im Innern des Convergenzkreises dieser Reihe dessen Radius Ra sein mag, so ist, wie aus § 61

hervorgeht, wenn man dort 2 durch b, h durch 2

—

b ersetzt

/•(z)

=

f(b+7^) = m+{z-b) nb)+ ^^=^ nb)+ . . + ^-^^ r^-m^ -,

so lange eine identische Umformung von /(z), (die wir mit /'{z)t der Kürze halber bezeichnen), als

abs {z—b)+abs (b—a) < Ra ist, oder so lange z sowohl im Innern des Kreises i?« liegt, als auch im

Innern des Kreises q, der b zum Mittelpunct hat und Ra von Innen berührt.

Wenn nun, wie es häufig geschieht, die Conveigenz von /'(z)^ sich weiter erstreckt, wenn sie

etwa durch den Kreis R^ bestimmt wird, dessen Radius Rb > Q ist, so fragt es sich, ob /(z)» mit /(z)

auch in dem Gebiete übereinstimmt, welches von q, Ri, Ra begrenzt wird, und welches in beistehen-

der Figur mit U bezeichnet wird. Diese Frage ist zu bejahen. — Es sei c ein Punct im Innern
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des Kreises Ra. Um diesen Punct ziehen wii* zwei Kreise, erstens q',

welcher q von Innen berührt, und Rc, welcher entweder Ra oder Rt

von Innen berührt, aber keinen dieser Kreise schneidet. Dann wird,

abgesehen von ganz speciellen Lagen von c, der Kreis Rc zum Theil

aus dem Kreise q heraustreten. In diesem ganzen Kreise ist

f{z)c=-f{c)H^-c)f\c)+ . . + (^-cr /W(c)+

eine identische Transformation (§ 61) von /(z). Im Innern desselben

Kreises ist ebenso

/(^)6.o = /(c)6+/'(c)*(2—c) + + f''Kc).^'--ß^ +

eine identische Transformation von /(z)^. Im Innern des Kreises q'

ist nun f{z)b eine identische Transformation von f{z), f{z)b,c eine identische Transformation von f{z)i

also ist dort auch f{z)i^c eine identische Transformation von /(z). Im Innern des Kreises q' ist also

/•(c).+/'(c).(z-c)+ . . +/(«>(c), ^^-ß- + :/(c)+/'(c)(z—C)+ +f"'\c)^^-^ +

und hieraus ergiebt die Methode der unbestimmten Coefficienten

f{c), = f{c), /•'(c), = /'(c), .. /•W(c), = /«(c), ..

Mithin ist auch ausserhalb dieses Kreises, so lange die Keihe convergirt, jedenfalls im Kreise Rc, identisch

und da dort auch auch f{z)i_c eine identische Transformation von /(z)j war, so besteht im Kreise Rc
die identische Gleichung

Das Gebiet der Uebereinstimmung dieser

Functionen, ursprünglich nur für das

Innere des Kreises q erwiesen, ist somit

erweitert auf den Theil von Rc der ausser-

halb Q liegt.

Der Punct c kann nun in dem
erweiterten Gebiete eine beliebige Lage
einnehmen, man kann dieselbe Schlussfolge

wiederholen, und so das Gebiet noch

mehr erweitern, bis die Identität für das

ganze Innere des Gebietes U erwiesen

ist, was wir nicht weiter auszuführen

brauchen.

§ 65. Fortsetzung einer ana-

lytischen Function. Wenn die Ent-

wickelung f{z)t, der Function f{z) =
2i: Au{z—ay das Gebiet, in welchem f{z)

definirt war, erweitert, wenn der Con-

vergenzkreis Rb zum Theil aus dem
Kreise Ra heraustritt, so nennt man die

Function in dem von Ra und Ri, zugleich

begrenzten Gebiete die Fortsetzung von
f{z) als Function der complexen
Veränderlichen z, bezeichnet auch dort die Function einfach mit f{z). Vielfach gelingt es, die
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Function aus dem gewonnenen Gebiete heraus weiter fortzusetzen, dann wieder weiter u. s. f., so dass

die Function f{z) häufig von dem ursprünglich gegebenen Gebiete Ra aus, über die ganze 2- Ebene

ausgedehnt werden kann. Die hierbei zuweilen auftretenden Singularitäten, Mehrdeutigkeiten etc.

werden am besten erst besprochen, wenn bestimmte Beispiele voraufgegangen sind, die dem Verständ-

niss zu Hilfe kommen. Hier soll nur gezeigt werden, dass zwei Fortsetzungen f{z\ f{z)c von f{z)

aus dem Gebiete Ra heraus, von denen die eine das Gebiet Ri, die andere das Gebiet Rc umfassen

soll, in dem Gebiete ü, welches Ri, und Rc zugleich angehört, und ausserhalb Ra liegt (denn in dem

gemeinsamen Theile V innerhalb Ra ist die Identität aus dem vorigen Paragraphen schon bekannt,

weil dort beide Entwickelungen mit f{z) identisch sind) identisch gleich sind.

Wir erweitern das Gebiet V, für welches die Identität der Darstellungen, f{z)i, f{z)c schon

feststeht dadurch, dass wir zwei Entwickelungen f{z\d, f{z)c,d iu einem Puncte d herstellen, der nahe

an dem Theile des Randes von V liegt, welcher ein Stück des Kreises Ra bildet. Die Entwicklungen

sind in einem Kreise Rd, der entweder Rh oder R^ berührt, keinen von ihnen schneidet, identische

Transformationen bez. von f{z)i und f{z)c. In einem Kreise q aber, der Ra berührt sind f{z\d und

f{z)c,d identisch gleich, folglich, nach der Methode der unbestimmten Ceofficienten, sind /(z)i,,d und /(z)c,

^

im ganzen Kreise Rc identisch gleich, also sind dort auch f{z)h und f{z)c identisch. Damit ist das

Gebiet V in einen Theil von U hinein erweitert. Es ist nun nicht schwer durch dieselbe Methode das

Gebiet ü successive dem Gebiete V ganz einzuverleiben, und damit den aufgestellten Satz zu erweisen.

§ 66. Unendlich oft verschwindende Functionen. Besitzt eine Function von z in einem

Gebiete T und am Rande desselben überall den Charakter einer ganzen Function, und verschwindet

sie in unendlich vielen verschiedenen Puncten von T, so ist sie überall in T, oder so weit sie über-

haupt als Function der complexen Veränderlichen z fortgesetzt werden kann. Null.

Im § 12 haben wir gefunden, dass immer, wenn in einem endlichen Gebiete T unendlich viele

verschiedene Puncte gegeben sind, unter diesen wenigstens ein sogenannter Grenzpunct vorhanden

ist, von der Beschaffenheit, dass in jeder noch so kleinen Umgebung desselben, unendlich viele der

gegebenen Puncte liegen. Ein solcher Punct sei a. Da nun die Function f{z) im Puncte a den Cha-

rakter einer ganzen Function hat, also in eine Reihe 2An{x—a)" entwickelbar sein muss, und da

ferner die Function in unendlich vielen Puncten einer regulären Folge (die man aus den gegebenen

Puncten bilden kann) zj, z^, . ., Zn, • die zu a gehört, verschwindet, so folgt aus der Methode der

unbestimmten Coefficienten, dass in einem Kreise um a, dessen Radius klein, aber nicht Null sein kann,

/'(z) identisch ü ist. In jedem Puncte des Randes dieses Kreises, wo /(z) den Charakter einer ganzen

Function hat, also in eine Potenzreihe entwickelbar ist, lässt sich wieder ein endlicher Kreis ziehen,

in dem /(z) identisch Null ist, und so ist jede Fortsetzung von f(z) identisch Null w. z. b. w.

Zusatz. Hat eine Function /(z) in T und am Rande von T den Charakter einer ganzen

Function, und ist sie in unendlich vielen Puncten, z. ß. in einem noch so kleinen Stücke einer Linie

gleich der Function (p(z) von demselben Charakter, so ist in 7 identisch (p{z) = f{z). Denn ihre Difle-

renz ist identisch Null.

Bemerkung. Hat f{z) den Charakter einer ganzen Function im Innern von T, nicht aber

auch am Rande, so kann f{z) sehr wohl unendlich oft verschwinden, ohne identisch Null zu sein,

nämlich dann, wenn die zu den unendlich vielen Puncten gehörenden Grenzpuncte (es kann auch nur

einer sein) am Rande von T liegen. Unsere Schlussweise wird in diesem Falle aus dem Grunde hin-

fällig, weil dann die Function f{z) in jenen Grenzpuncten nicht nach ganzen Potenzen entwickelbar

zu sein braucht. Beispiele werden später beigebracht werden.

§ 67. Das Produkt zweier Functionen /(z), (p{z), vom Charakter ganzer Func-

tionen in einem gemeinsamen Gebiete T, ist dort ebenfalls eine Function mit dem Cha-

rakter einer ganzen Function.

Convergirt die Reihe f{z) = 2Aniz—af absolut so lange abs{z—a) < R ist, die Reihe (p{z) =
2^Bn{z—a)" so lange als abs{z—a) < q ist, so convergirt das Produkt
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/(z) . 9)(z) = A,Bo+{AiBa+AüBi) (z—a) + {A^B^+A.By-^A^B^) (z—a)2+ . .

,

welches wiederum eine Potenzreihe im Puncte a ist, absolut, so lange abs{z—d) sowohl kleiner als R,

als auch kleiner als q, also kleiner als die kleinere dieser Grössen ist, hat also im Puncte a jedenfalls

den Charakter einer ganzen Function. Dasselbe findet statt, wenn a auf irgend einen Punct von T

fällt, womit der obige Satz erwiesen ist. Hieraus folgt von selbst, dass \2:An{z—ay\'^ eine Potenzreihe

ist, die in demselben Umfange als 2jAn{z—a)" convergirt.

§ 68. Charakter einer Function von einer Function. Convergirt die Reihe /(g) =
2:An^ so lange absolut, als abs ^ < R ist und ist g>(z) == ^5„(z—a)" eine Reihe von der Eigenschaft,

dass 2:abs{Bn{z—aY) < R ist so lange abs{z—a) < q ist, so erhält man, wenn man für g die Reihe

2:Bn{z—af einsetzt, und nach Potenzen von z—a ordnet, eine Potenzreihe die so lange convergirt, als

Obs (z—a) < Q ist, und es hat also in diesem Umfange f{<p{z)) den Charakter einer ganzen Function.

Nach dem vorigen Paragraphen ist

(2 Bniz—a)")'" = C„>ü+ C„,i{z—a)+Cm%{z—ay+ . . +C™„(2—«)"+ . .

so lange absolut convergent, als abs (z—a) < q ist und der Werth dieser Reihe ist dem absoluten Be-

ti-age nach kleiner, höchstens gleich Ä™. Die Doppelreihe

A^+A^B^ +A,Bi (z—a)+AiB. (z—a)^+ . .

+A.2Cio+A.2Cn(z—a)+J2Cniz—a)-+ • •

+AiC3,+A3Cu(z—a)+A3Cs2(z—ay+ •

+
convergirt, wenn man die Reihe horizontal summirt, selbst dann noch, wenn man für jeden Term den

absoluten Betrag setzt, wenn nur abs (z—a) < q ist, sie ist also absolut convergent, und convergirt bei

vertikaler Summation gegen denselben Werth, wie bei horizontaler. Bei vertikaler Summation ver-

wandelt sie sich aber in eine nach Potenzen von z—a fortschreitende Reihe, deren Coefficienten zwar

selbst unendliche Reihen sind, aber bestimmte Werthe haben. Die Summe hat also im Gebiete abs (z—a)

< Q den Charakter einer ganzen Function.

Fehlt in der Reihe (p(z) = UBt^z—a)" das erste Glied B^, ist sie von der Form (z—a) {Bi+
ß,j^z—d)+ . .), so lässtsich die Forderung, dass abs(Bi_(z—a))+abs(B2(z—a)^)+ . . < R sei, in einem

Gebiete abs (z—a) < q stets erfüllen, wenn man q klein genug nimmt, denn man kann abs (z—a) so

klein nehmen, dass die Summe der absoluten Beträge der Reihenterme beliebig klein wird, es hat dann

in diesem Gebiete f((p(z)) gewiss den Charakter einer ganzen Function. Auch ist die Coefficienten-

bildung der Reihe f((p(z)) in diesem Falle eine besonders einfache, weil die Terme der Reihe

Am(2Bn(z—ay)"' wohl einen Beitrag zu den Coefficienten von (z—a)'", (z—a)'"+\ . . in f((p(z)) liefern,

K«)

aber keinen Beitrag zu den Coefficienten von (z—a)'"~\ (z—a)™~-, . ., (z—a)".

Hierher gehört auch die Division. Ist f(z) = ^o+^i(^

—

a)+A2(z—«)2+ . ., (p(z) =
—^ _iiv J_

^ ^jii([ igt ^^ Yon Null verschieden, so ist

i(«) Aq

1 .f(z) =~ (i+<p(z)+(v{z)y+ • • '+(9^(^))'"+ • •),

und die Function hat in der Umgebung des Punctes a den Charakter einer ganzen Function.

Dies hat nicht statt, wenn ^0 Null ist.

Bemerkung. In den durch Potenzreihen definirten Functionen kommen nur die vier Species,

Addition, Subtraktion, Multiplication, Division zur Anwendung, man kann deshalb keine neue Rech-

nungsart auf eine solche Function gründen wenigstens würde man da etwas Ueberflüssiges thun.

§ 69. Der Abel-Dirichlet'sche Satz. Sind a^, «2, . ., a,„ . . reelle Zahlen und ist 4',,^

ßo+öi+«2+«3+ • • -\-C'n, und lim 5„ = ^ eine endliche Zahl, d.h., ist
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? = ao+ai+«2+a3+ • • +«»+ • •

eine convergente Keihe, so ist auch

f{x) = ao+üiX+WiX^-^ . . +a„a;"+ . .

eine convergente Eeihe für alle x, (wir beschränken uns auf reelle Werthe) zwischen und 1. Als-

dann ist /(l—0) = s. Dabei darf die Eeihe s, wenn sie nicht absolut convergent ist, nicht umge-

ordnet werden.

Zum Beweise brauchen wir den Hilfs atz. Ist n die grösste in \:\/e enthaltene ganze Zahl, so kann

man £ so klein, oder n so gross machen, dass (1—s)"— 1 beliebig klein wird. Es ist nämlich (vgl. § 29.)

1 > (1—6)2 > 1—2e, 1 > (1—6)3 > (1—26) (1—6) > 1—3f, . ., 1 > (1—6)" > 1—M6,

öder > (1—e)"— 1 > w.e, m£ = 6:1/6; nE = ^e wird also mit f beliebig klein, womit das Lemma
erwiesen ist.

Es, ist, so lange a; < 1 ist, identisch

f{x) = .?o+(^i—*o)^+(^2—«i)a;2-t- . . J^(sn—Sn-i)x''+ . .

= (1 x) (^Sq+SiX+S^X^+ . . +SnX'^+ • •)•

Nehmen wir nun n so gross, dass Sn, Sn+i, ««+2, . . sämmtlich von s um weniger als ö verschieden sind,

und setzen dann s = l:nn, so ist

/(l—6)=.6(So+5,(l—6)+ . . +5,_i(l—6)»-l)+(l—6)"6(ä„+5„+i(1—6)+5„+2(l—6)2+ . .) ,

und da sämmtliche Potenzen von 1—6 positiv sind, so finden wir (§ 15.) weiter

/(l—6) = 6Wir+(l—6)"6(*+gö)(l+(l—6)+(l—£)2-|- . .)= SU K+{s±§6) (l—e)",

wenn E ein Mittelwerth zwischen Sq, Sy, . ., *„_i, also endlich ist, und s+gö ein Mittelwerth zwischen

der obern und untern Grenze der Zahlen $„, Sn-^i, Sn-\-2, •, Sn-j-m, • •, also g ein echter Bruch ist. Nun
ist £re = /£, sn = rj\/s, (1—£)" = 1—g/e, wenn ?; und g echte Bräche sind, und so folgt

/(!—£) = s±^o—sy£T^^6]/£+^W£K=s+T.
Die Zahl r aber wird, wenn n gross genug und £ klein genug genommen werden, beliebig klein, so dass

f{\—0) = s sich ergiebt, w. z. b. w.

Der Satz bleibt offenbar auch bestehen, wenn Uq, a^, . ., a,i, . . complexe Zahlen sind, man
braucht dann nur die Eeihe in ihre zwei Bestandtheile, eine reelle, und eine rein imaginäre Eeihe zu

zerlegen.

Liefert die Eeihe a„+«a+«j,+ . . +a^+ . ., welche aus denselben aber umgeordneten Termen

besteht als ä!o-|-«i+ • • +««+ • •, einen von s verschiedenen Werth s', so definirt die Eeihe

a^x'^+aßxl^+ayx'>'+ . . +a^x'^-\- . . = cp{x)

zwischen U und 1 einer Function g){x) vollständig. Diese ist an der Stelle 1 unstetig. Denn cp{x)

stimmt mit der zwischen und 1 stetigen Function f(x), so lange x < 1 ist, völlig überein (§ 18), für

x= 1 ist sie aber von f{x) verschieden.

Die Exponentialfunction und die Trigonometrischen Functionen.

§ 70. Functionalgleichung der Exponentialfunction. Sind m und n ganze positive

oder negative Zahlen, so besteht die Gleichung a''.a'" = a"+^ oder wenn man a^ = /"(z) setzt, so be-

steht die Functionalgleichung

/(2)./-(0=/-(z+
für ganze z und t. Die Frage liegt nahe zu untersuchen, ob es möglich ist, eine Function der com-



49

plexen Veränderlichen z anzugeben, die diese Functionalgleiehung befriedigt, und die also die ganze

Potenz als einen speciellen Fall des Werthes der Veränderlicben einer allgemeinern Function enthält.

Als Function der complexen Veränderlichen z muss sie irgendwo, nach dem Begriffe solcher

Functionen, in eine Potenzreihe entwickelbar sein, etwa im Puncto z^, so dass f(z) = 2An{z—zq)" ist.

Giebt es für keinen Punct z^, eine solche Entwickelung, so giebt es keine Function von den verlangten

Bedingungen. — Setzt man z—Zo = 2', z = z'-\-z^, so wird

f{z) = /-(r'+zo) = f{z,).f{z') = 2A.Z'",

Ersetzen wir wieder z' durch z, und bemerken, dass 1 : /(zo) eine Constante ist, so folgt hieraus, dass

wenn eine Function f{z) von den geforderten Eigenschaften existirt, sie in der Umgebung des
Punctes Null den Charakter einer ganzen Function haben muss, d. h. nach Potenzen von z ent-

wickelbar sein muss. Umgekehrt schliessen wir auch leicht, dass diese Function, wenn sie existirt,

überall, für jeden Werth von z den Charakter einer ganzen Function haben muss, denn die

Function f{z^-{-z—z,,) = f{z^) . f{z—Zo) muss nach Potenzen von z—Zq entwickelbar sein, was auch zq

sein mag. Auch kann /(z) für keinen Werth von z verschwinden, wenn diese Function nicht

identisch Null ist. Denn wäre /(zq) = für irgend einen Werth von zq, so wäre /(z) = f{zQ).f{z—zq)

= für jedes z.

Aus der Gleichung /•(z)./(0) = /"(z) folgt /(O) = 1, f{z).f(—z) = 1.

§ 71. Die Exponentialreihe. Setzen wir nun /(z) ^ SAnz", oder da ^0 = /(O) = 1 ist.

f{z) = \+A^z+AiZ^+ . . +Anz''+ . .,

so erhalten wir durch Eeihenmultiplication

/(Z)./-(0 = (1+^,Z+^2Z2+ . . +AnZ''+ . .) (1+4^+^2^^+ • +AJ''+ . .)

= l+A^z+Ait+A^z^+AiAizt+Aii^+ .. -^AnZ''+A„^xA,z'^H+ .. +An-kAkZ'^-H''+ . . +A„t''+ ..,

und dies ist gleich

/•(2+0= l+4(z+ <)+^2(z+ 0"'+ . . +^„(z+0"+ . .

== l+^lZ+^l<+^22^+2^2Z^+^2!!2+ . . +A^" +^«WZ»-1?+ . . +^„WiZ»-*<*+ . . +AJ'' + . .,

wenn m = n{n—1) .. (n~k+l):k\ ist. Vergleicht man in diesen beiden verschiedenen Ent-
wickelungen derselben Function die Coefficienten gleich hoher Potenzen (nach der Methode der unbe-
stimmten Coefficienten § 62) und Produkte von Potenzen von z und t, so ergiebt sich

A„nic = An-icAk,

also A^Ai = 2^2, A^A^ = ZA^, A3A1 = 4^4, . . An—iAi = nAn, woraus durch Multiplication folgt

An = A" : n\ = a" : m!
,

wenn wir ^j = a setzen. Tragen wir diesen Wei-th von An in die Gleichung Antik = An-iA^ ein, so

ergiebt sieh

a"w(w— 1) [n—Ä-f-l) a«-* a*

n\ k\
"~

{n—k)\ "Fl

'

was offenbar eine Identität ist, so dass also die aus der Methode der unbestimmten Coefficienten sich

ergebenden Gleichungen sämmtlich miteinander verträglich sind, einander nicht widersprechen, vielmehr
eine Grösse Ax unbestimmt lassen, wofür wir den Buchstaben a einführten. Es ist also

A.)-l+..+ <ff+^+..4-<2f+..
und diese Pieihe ist für jeden Werth von z absolut convergent, so dass die Reihe in der ganzen z -

Ebene den Charakter einer ganzen Function hat, und es ist f{z) durch eine einzige Reihenentwickelung
Thomae, Elementare Theorie der analytischen Funotionen.
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überall dargestellt. *) Die Function f{z) mit den verlangten Eigenschaften existirt, der Parameter a, den
sie enthält, geht so in die Function ein, dass dieselbe ungeäjidert bleibt, wenn sich az nicht ändert,

worauf bei der Bezeichnung dieser Function Rücksicht genommen werden kann. Man setzt dafür

e"', so dass also die Gleichung statt hat

.»^=1+-^+—+.. +____ + ...

Die Anlehnung dieser Bezeichnung au die der Potenzen empfiehlt sieh deshalb, weil für ganze z in

der That
e- = {e'^y, f{z) = {r{i)y

ist, wie aus der Functioualgleichung unmittelbar hervorgeht.

Die Eigenschaft e*+') = «"-.e"', also die definirende Functioualgleichung in anderer Schreib-

weise, nennt man das Additionstheorem der Exponentialfunction.

§ 72. Irrationalität der Zahl e. Da die Function e"' eine Function des Produktes az

ist, so wird man für die weitere Untersuchung für az zunächst einen Buchstaben setzen können, ohne

die Allgemeinheit zu beschränken, oder was dasselbe ist, man kann zunächst Eins für a annehmen,

die Exponentialfuüctiou e^ untersuchen. Es ist

e^ . e' = e^+', e~^ = 1 : e^

für jedes z und t. Für 2 = 1 ist

et=e = i+i+^ +^+. .+!+..

und es ist diese Zahl irrational. Wäre nämlich e == jjiq, und wären p und q ganze theilerfremde Zahlen,

so wäre

e.,!=p.(,-l)! = ,!(l+l + i +|+ . . +Jt) +7^ + (^+iX^21+ (,+ 1)J2)(.^^^
+ "

"

Nun ist aber ^!(l + l + ^+ .. + —A = G eine ganze Zahl und

1/1 1 \1 1 1

also kleiner als l:q. Es müsste demnach die ganze Zahl p.{q— 1)! einer ganzen Zahl plus einem

echten Bruche gleich sein. Der Werth von e liegt zwischen 2 und 3 und die Zahl

e = 2,718 281 828 459 . .

ist ein Näherungswerth, der sie für 12 Decimalen richtig angiebt. Herrn Hermite ist es gelungen,

nachzuweisen, dass diese Zahl keiner algebraischen Gleichung von beliebig hohem Grade mit ganz-

zahligen Coefficienten Genüge leisten kann, dass sie also eine transcendente Zahl ist. Gleiches

von der Ludolph'schen Zahl jt zu beweisen ist bisher noch nicht gelungen.

§ 73. Verlauf von e' für reelle z. Die Function e^ ist für reelle Werthe von z stets reell,

und nimmt mit z stetig zu. Lässt man die reelle Zahl x von x = Q zunehmen, so nimmt die Function

e* jeden Werth zwischen 1 und oc (d. h. zwischen Eins und jeder noch so grossen positiven Zahl)

einmal und nur einmal an. Dass die Function jeden Werth annimmt, folgt, weil sie wie jede durch

eine Potenzreihe definirte Function stetig ist, aus § 44, dass sie ihn nur einmal annimmt, folgt daraus, dass

e^ > e^'

ist, wenn x > x' ist. Denn es ist ja jeder einzelne Term der Exponentialreihe x":n\ > x'^ml, wenn

X > x' ist.

Für negative Werthe des Exponenten folgt aus- der Gleichung e-* = 1 : e% dass die Function

*) Bei den meisten allgemeinen Untersuchungen, die sich auf ein Gebiet T bezogen, wurde dies als endlich

vorausgesetzt, wenn 'nun hier die ganze Ebene als ein solches Gebiet T auftritt, so ist dies so aufzufassen, dass die

Sätze für jedes noch so grosse bestimmte Stück der Ebene gelten.
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mit wachsendem x stetig abnimmt, und sich der Null mehr und mehr nähert, lim e~^ ^ (x = —oc)*)

Demnach nimmt e^ für negatire x jeden Werth zwischen und 1 (0 im Grunde ausgeschlossen) ein-

mal und nur einmal an. Es nimmt mithin e^ für reelle x jeden Werth zwischen und oc einmal und

nur einmal an. Die Gleichung e^ =- Ä, wenn A eine positive reelle Zahl ist, lässt eine und nur eine

reelle Lösung zu, diese Zahl x nennt man den Logarithmus von A, mit dem wir uns im folgenden

Kapitel ausführlich beschäftigen. Hier hat man schon den Satz, dass jede positive reelle Zahl einen

und nur einen reellen Logarithmus besitzt.

Ist m eine ganze positize Zahl, so wächst der Quotient e^ : x"* mit zunehmenden x über alle

Grenzen, wie gross m auch sein mag. Denn es ist

^. = _L 4- -A— -J - L -i -
I-
—

-I
~

I I-

a;-» a™ ^ a;"'-i ^ 2!.a;"'-2
T • -r (^„i), ,^ ^ m\^ {m+\)\ ^ (ot+2)! ^ " "'

welcher Ausdruck aus zwei Theilen besteht. Der erste bis 1 : m\ hin nähert sich für wachsende x

dem Werthe \:m\, der zweite Theil aber wächst offenbar über alle Grenzen.

§ 74. Der absolute Betrag von e\ Ist die complexe Zahl z gleich x-\-yi, so ist nach dem
Additionstheorem

gZ = gx+yi ^ gT
_
gyi^ gjjg

gz ^^ gx
^ gjjg

gyi^

Um also den absoluten Betrag von e' zu finden, müssen wir den von 6^' aufsuchen. Nun ist

i^ = — 1, i^ = —/, j* ^ \, V> = i, i^ == — 1, f = — i, i^ = 1, . .

und also

^„_i, . t. ^4-^-L. y^" y'^+H y^''+^ y^-+H y«»-H

— i-t-Z/« 12 3!
"*"4!"^

•
"*

(4w)!"^(4n+l)! (4m+2)! (4?i+;3)! "^(4^+4)!
"*"

'
''

oder wenn wir zur Abkürzung

cosy — 1 „,-t-., Ri + Q, \M+ • •>

2! ' 4! 6! ' 8! 10!

y^ y^_r_ t
'3!"^5! 7!''"9!'

.(/3 yö y' yS
smy =2/-|7 + |i-iT + ^-.+ .

(gelesen cosinus y, sinus ij) setzen

e"' = cosy+i siny, cosy = ^(eä"'+e~ä"'), siny = ^ (gä«'—g-i") = — ii(e!"'— e~s"').

Der absolute Betrag von eä"' ist demnach

ai^eä'i = cos'^y-\-siii^y = ij(eä''4-e-!"')2— (g!"'—e-J'')-^{ = i!(e'-2"'+2 + g--!"')— (e^ä«_2+e--i''")( = 1,

und der absolute Betrag von e'

abs e' = äbs 6'^+"' = e^.

§ 75. Die Functionen sinus und cosinus. Die im vorigen Paragraphen zur Abkürzung

eingeführten Zeichen sinus und cosinus gewinnen durch ihr häufiges Vorkommen in der angewandten

Mathematik eine solche Bedeutung, dass es nützlich ist sie als selbständige Functionen der complexen

Veränderlichen z anzusehen, die durch die überall convergenten Potenzreihen

z'^ z^ z'' , . z'^
,
z* z^ ,

«Jiz = z-3J + ^-^+ . ., co^^ = l-^ + ^-gj + . .

definirt werden. Da auch für complexe z die Gleichungen bestehen,

1 .

cos z ^ '.{f' -\- e~" ) , sin z ^ -^.{e"—g~-'
)

,

*) Setzt man vor ao das Zeichen +, so soll ao eine Zahl bedeuten, die über alle Grenzen gross positiv reell

zu machen ist, ebenso bedeutet — ^ eine Zahl die über alle Grenzen gross negativ zu machen ist.
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so besteht auch die Gleichung*)
sin- z-\-cos^z = 1

allgemein.

Die Speeialwerthe

cos = 1 , sire =
fliessen unmittelbar aus der Ansieht der definirenden Reihen. Auch lehren diese Reihen, dass diese

beiden Functionen überall den Charakter ganzer Functionen haben und überall stetig sind. Ist x eine

reelle Zahl, und setzt man f

so erkennt man leicht, dass diese Function jedenfalls positiv ist, so fange S a; = i/2 ist. Während
die Cosinusreihe für x = 2 den Werth

_ 16
,

4 42 48

''"24*' 5.6 ''"5.6.7.8 5.6.7.8.9.10"'" •
"^

hat, der negativ ist. Es muss demnach cosx (§ 44) den Werth Null mindestens für einen reellen Werth
von X zwischen \/2 und 2 annehmen. Dieser Werth, oder der kleinste von ihnen, wenn mehrere vor-

handen sein sollten werde mit ijr bezeichnet, so dass cosijt = ist. Wegen cos'^ijt+sin'^ijt = 1 muss
sin ijr = + 1 sein. Das Vorzeichen ist noch zu bestimmen. Schreiben wir

so erkennen wir, dass sin x für positive reelle x positiv ist, so lange a; S /6 ist, welche Zahl > 2 ist,

weshalb sin \jt ^ \ sein muss.

Da noch

cosz^ cos{—z) eine sogenannte gerade Function
sinz =

—

sin{—z) eine sogenannte ungerade Function

von z ist, so haben wir jetzt

coskJc=^, cos(— ix) = -^, sin\3t =jlf, sin{—i-jr) = — 1.

§ 76. Das Additionstheorem der ganzen trigonometrischen Functionen. Die Func-

tionen sinus und cosinus wollen wir als ganze trigonometrische Functionen bezeichnen, weil sie über-

all den Charakter einer solchen haben. Aus der Gleichung

ergiebt sich

(cost+isint) {cos z-\-i sinz) = {costcosz—sint sinz)-{-i(sint cosz-\-costsinz) = cos{t-\-z)+i sin{t+z).

Sind 2 unt t reelle Zahlen, so sind cost, sint, cosz, sinz ebenfalls reell, und die letzte Gleichung zer-

fällt in zwei Gleichungen, weil die reellen Theile für sich und die imaginären Theile für sich gleich

sein müssen, so dass also

cos{t-\-z) = cost cosz— sint sinz, sin{t-\-z) = sint cosz + cost sinz

sein muss. Diese Gleichungen sind aber Beziehungen zwischen Potenzreihen, die sich nach Potenzen von

t und z ordnen lassen. Nach der Methode der unbestimmten Coeföcienten müssen daher diese Be-

ziehungen, wenn sie für alle reellen t und 2 gelten, auch für alle complexen t und z richtig sein. Diese

Gleichungen lehren, wie man f{t-{-z) durch f{t) und /(z) ausdrückt, wenn f entweder der sinus oder

der cosinus ist. Eine Gleichung, welches dies für Irgend eine Function leistet, heisst das Additions-

theorem dieser Function. Für die trigonometrischen Functionen sind diese Additionstheoreme in den

Gleichungen

cos{t-\-z) = cost cosz— l/l

—

cos'^t.\/\—cos^z, sin(t-\-z) = sint j/l

—

sin^z+sinz l/l

—

sin'^t

*) Trot2s Gau SS 's Protest hat sich die Schreibweise sin^z für (smz)^ immermehr eingebürgert.
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enthalten, wofür jedoch in der Regel die obige Schreibweise eintritt in der \/\
—cosH durch sint, y'X—sin^t

durch cost ersetzt ist, was noch den Vortheil hat, dass die Doppeldeutigkeit der Wurzel nicht darin

enthalten ist.

Durch Specialisirung der Werthe t und z im Additionstheorem erhalten wii- wichtige Formeln.

Setzt man darin zuerst —z für z so gewinnt man noch die allgemeinen Formeln

cos {i—z) = costcosz + sin t sin z , sin (i—z) = sin t cosz— cos t sin z. /

"Wird t durch ijr und z einmal durch —z ersetzt, ein andermal gleich z gelassen, so folgt

cos(ijt—z)^sinz, sin{ijc—z) = cosz, cos{ijc+z) ^ —sinz, sin (jsJc+ z) = cosz.

Wird im Additionstheoreme t durch z ersetzt, so erhalten wir

cos'^z—sin'^z = coslz, 2sinz cosz = sin2z, 1+cosz ^ 2cos'^iz, 1

—

cosz = 2sin'^Tiz.

Und setzt man hierin ijc für z, so ergiebt sich

cosjt == cos'^ijt—sin'^^x =Ai sinuc = 2 sin^oi cos\% = 0.

Setzen wir \jt für z in der Gleichung cosQxJt— z) = sinz, so finden wir

cos Im = sin ijt, cos'^ijc+sin-i:!! = 1, cosijt = sinijc = i/i,

wo die Wurzel positiv zu nehmen ist.

§ 77. Periodicität der trigonometrischen Functionen. Setzen wir im Additionstheorem

tijt für i und jt für z, so erhalten wir

cos {7i+l)jt = cosnji cosji = — cosnot, sin{n-^\)üi= sinnoi cos je = — sinnji,

woraus mittels des Schlusses von n auf w+1, wenn n eine ganze Zahl ist, folgt

cosnjr = {
— 1)", sinnj[ = Q, cos(— wje) = (—1)", sin{—n7c) = 0.

Setzen wir ebenso t = nx, z = \x, so folgt

cosi —^

—

Jrl = 0, sm—^

—

^ = i.

— '}•

wobei n positiv oder negativ sein kann. Setzen wir ferner ± nji für t, während z eine beliebige Zahl

ist, so haben wir
cos (z + wjr) = (—1)" cosz, sin [z ± njt) = (—1)" sinz,

woraus der Satz entspringt, die Functionen sinusz und cosinusz bleiben ungeändert, wenn
man die Veränderliche z um ein ganzes Multiplum von 2jr vermehrt oder vermindert.

Die Zahl 2jr wird Modul der Periodicität genannt. Endlich liefert das Additionstheorem noch

die wichtigen Gleichungen

cos {(2n+ 1 ) jc—z) = cos (jr

—

z) = — cosz, sin{{2n+l) üi—^) = sin {pi—z) = sin z.

§ 78. Verlauf der ganzen trigonometrischen Functionen für reelle Veränderliche.

Wir bestimmten % dadurch, dass \jt die kleinste positive reelle Wurzel der Gleichung cosz = V) sein

sollte. Die Zahl tjt lag zwischen |/2 und 2. Es fragt sich, ob es zwischen /2 und 2 noch eine zweite

Wurzel dieser Gleichung etwa \%', {%' "> n) giebt. Nein! Denn wäre co.? ijr' = 0, so wäre auch siniji'

^ 1, sin Jc' = 0, in Folge der nämlichen Schlüsse, welche lehrten, dass sin iJt ^ sei. Nun würde

sin{jc'—ot) = sinjc' cos n -\- cos m' sinx =
sein. Da Jt' ebenso wie jc zwischen 2/2 und 4 liegt, so ist n'—jr < 4—2/2, m'—je < 2. Für einen

solchen Werth von x ist aber, wie wir sahen, sinx positiv und von Null verschieden. Demnach giebt

es nur eine Lösung der Gleichung cosx = ü zwischen /2 und 2.

Da man es mit stetigen Functionen zu thun hat, die für reelle Werthe der Veränderlichen reell

sind, so findet man jetzt leicht, dass

zwischen und \x, ijc und jr, jr und Ijt, Ijt und 2jr,

cosx positiv, negativ, negativ, positiv,

sinx positiv,' positiv, negativ, negativ
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ist. Für alle übrigen reellen Werthe von x ergiebt sich das Vorzeichen dieser Functionen aus ihrer

Periodicität. Die Maxima und Minima derselben sind +1 und — 1. Das Intervall von bis *jr nennt

man den ersten, von ijc bis jr den zweiten, von jr bis ix den dritten und von |jr bis 2jc den vierten

Quadranten der Periode 2x.

Setzt man cosx = a, und ist a reell und absolut genommen < 1, so giebt es zwischen und

ji nur einen Werth von x für welchen diese Gleichung erfüllt ist. — Um dies zu beweisen, leiten wir

aus dem Additionstheoreme erst noch ein paar sehr brauchbare Formeln ab. Die Additionstheoreme

liefern die Gleichungen

cos {u-\-v) + cos (ii—v) = 2cosu cosv, cos{u-\-v)— cos{2(—v) = — Isinu sinv,

sm{u-\-v) -{-sin{u—v) = Isinu cosv, sm{u-\-v)—sin{u—v) = Isinv cosn.

Schreibt man hierin t für u+v, z für ic
—v, woraus

u=-i{t+z), v = \{l.—z)

folgt, so erhält man die Beziehungen

cost+ cosz = 2cosi{t+z) cosi(t—z), cost— cos z = 2sini{t-{-z) sini{z—t),

sint+sinz = 2smi{t-j-z) cosii{t—z), sint— sinz == 2smi{t—z) cosi{t+z).

Nun seien x' und x zwei zwischen und jr liegende Werthe, für welche der cosinus gleich a wäre, und

es sei x' > x. Dann würde

cosx'— cosx = —2sin^i{x'-\-x) sin\{x'—oc) =
sein. Es ist aber i(a;'

—

x) sowohl, als auch ^{x'-\-x) unter der gemachten Voraussetzung kleiner als

jr, und von verschieden, mithin ist sowohl sm\{x-\-x') als auch sini{x'—x) positiv, und es kann

cosx'— cosx nicht 0, cosx' nicht gleich cosx sein. Es kann nur eine Wurzel der Gleichung cosx= a

zwischen und tc geben.

Da cö5 = l, cos\n ==^, cosjt = — 1 ist, so folgt nebenbei aus dem Umstände, dass jeder

Werfh nur einmal angenommen wird noch, dass mit wachsendem x der consinus in den beiden ersten

Quadranten von 1 bis —1 stets (und stetig) abnimmt. Der sinus aber nimmt im ersten Quadranten

stets (und stetig) von bis 1 zu, im zweiten von 1 bis ab. Die Eigenschaften des Zu- und Ab-

nehmens im weiteren Verlauf dieser Functionen werden durch ihre Periodicität völlig bestimmt.

79. Periodicität der Exponentialfunction. Werthe für complexo Veränderliche.

Die Function e^ ist periodisch und hat den Periodicitäsmodul 2m, d. h, sie bleibt ungeändert, wenn z

um ein ganzes Multiplum von 2ijt vermehrt oder vermindert wird. Es ist nämlich

gT-j-zret« __ g0_ g±^i"^ = e''{cos 2nx ^^ isin 2nji) = e^

Die Vorzeichen entsprechen sich. Damit ist die Periodicität erwiesen. Man ei'kennt ebenso leicht die

Richtigkeit der Gleichungen

Die Gleichung e' = a, wenn a eine beliebige complexe von Null verschiedene Zahl ist, hat unendlicii

viele Lösungen, die alle um ganze Multipla von 2m von einander verschieden sind. In der That,

ist zo ein Werth von z, welcher die Gleichung e'o = a = a+ßi erfüllt, so erfüllt auch jeder Werth von

der Form z^ + 2nm dieselbe Gleichung. Es ist aber zu zeigen, dass überhaupt ein solcher Werth zq

existirt. — Soll e' = a sein, und ist z = x-^yi, so muss ahse" = e^ ^ absa sein, und diese Gleichung

hat, so lange a von Null verschieden ist stets (§ 73) eine und nur eine Lösung. Es sei e*o = absa, so

ist noch y so zu bestimmen, dass

g!»' = cos y +i siny = a : abs a = {a: abs a) + i{ß : absa)

wird. Ist nun y^ eine Zahl zwischen und jt, und es giebt immer eine und nur eine solche, weil

« : absa absolut genommen kleiner als Eins ist, für welche cos y^^ a: abs a ist, so ist sin ±ya = +sm ya

= ß:absa, wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem ß positiv oder negativ ist.

Der Gleichung



evi = (a+ßi) : absa

gCDügt also, da cos yo +e sin ijf) = eV, cos i/o
—i sinyo = e~V' ist, wenn ß positiv ist eine positive, wenn

ß negativ ist eine negative Zahl «/„, die absolut genommen kleiner oder gleich jr ist, und es ist z^ =
Xv+iyo eine Zahl, welche für z gesetzt, die Gleichung e^ ^ a befriedigt. Die Lösung dieser Gleichung,

bei welcher der imai;iiiäre Theil von z zwischen —Mi und -\-jti liegt, soll eine oder die Hauptlösung
genannt werden, weil es nur eine solche giebt. Wäre nämlich neben z^, z'^ eine zweite, so wäre ihr

reeller Theil .to, wie schon gezeigt wurde. Ist der imaginäre y'^, so wäre weiter

ev :
evo' = e%-''o"i' = 1 = cos (2/0—2/0) + ' «in (2/0—2/o) > cos (yo—y'^) = 1 , sin {yo—yO == 0.

Diese Gleichungen werden aber für reelle Werthe von 2/0—2/o
™^^ erfüllt, wenn 2/0—2/o

^^^^ oder ein

gerades Multiplum von ot ist. Im ersten Falle ist z'^ = zq im zweiten sind sie um ein Multiplum von

'lijc verschieden, und können daher nicht beide Hauptlösungen sein.

Da also die Gleichung e' = a stets lösbar ist, so kann jede Zahl a in die Form gebracht

werden
a = absa. {cos &-+i sin -d-), /

auf unendlich viele Aiten, die sich aber nur in %• unterscheiden, und zwar um Multipla von 2jr. Ist

—31 < ^ = jr, so wollen wir diese Darstellung die Hauptdarstellung von « durch ihren absoluten

Betrag und ihren Winkel (i?-) nennen.

§ 80. Einige Sätze aus der Massgeometrie. In dem Theile der Massgeometrie, welcher

Trigonometrie genannt wird, wird das Loth, welches man von einem Puncte & einer Kreisperipherie,

deren Radius Eins ist, auf einen Durchmesser fällt, der sinus des Centriwinkels

genannt, welcher durch das Kreisbogenstück, das zwischen a, dem End- ^,^ ^
puncte des Durchmessers, und & liegt, gemessen wird. Das Linienstück zwi-

schen dem Mittelpuncte des Kreises und dem Fusspuncte c des Lothes ist

der Cosinus desselben Winkels, und die Summe der Quadrate dieser Linien ist

Eins. Wir wollen für den Augenblick diese Linien mit Sin d- und Cos d- bezeich-

nen. In der Trigonometrie wird in der Regel, und die Logarithmentafeln

sind darauf eingerichtet, ^ in sogenannten Graden, Minuten etc. angege-

ben. Die Kreisperipherie wird 360 Graden gleichgesetzt, diese werden wei-

ter getheilt, und -8- wird in diesen Massen ausgedrückt. Hier ist es aber bequemer, den Kreisum-
fang durch den Radius zu messen, und die Masszahl desselben, die wir 2a) nennen wollen, statt der

3(30" einzuführen. Der & zugehörende Winkel wird dann durch die Länge des Kreisbogens ab= x direkt

gemessen (immer unter der Voraussetzung, dass der Radius gleich Eins ist) und mau verwandelt die

Zahlen der einen Messung (ß) in die der auderu (x) durch die Proportion

^0
. 3600 = a; : 2co.

Wir wollen zum Buchstaben {) zurückgreifen, aber mit demselben immei- die Kreisbogenlänge, durch

den Radius gemessen, bezeichnen. Mit dieser Zahl bezeichnen wir also zugleich den Winkel bQc und
den Bogen ab. — In der Trigonometrie werden nun für reelle d- die Sätze bewiesen:

Cos{&-+cp) = Cos^ Coscp— Sind- Sing), Sin{-0-+g>) == Sind- Cosfp-\- Cos-9- Sing),

Sinim^l, Cosico^O, Sina> = 0, Coso3 = — 1, lim sin&:&= l, (lim^^O).

Aus den hierdurch gegebenen Additionstheoremen des Sinus und des Cosinus folgen die Sätze:

Cos{d-+q)) + i Siniß-+g)) = {Cos&+i Sind-) {Cosg)+i Sing)), Cosn»+i Sinn» = {Cosd-+i Sin»)".

Zwischen und im ist Sind- positiv, und ebenso Cos» positiv.

Die Functionen Cosd- und Sin» sind stetige Functionen der reellen A^eränderlichen ».

§ 81. Die Functionen cos», sind-, und Cos», Sin» sind bez. dieselben. Setzen wir in

den Gleichungen
Cos2»+i Sin2» = {Cos»+i Sin»)^, {cos2»+i sin2») = {cos»+i sin»)-,

l» für », so erhalten wir
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\/~CÖs¥+rsln^ = Cos IS- + 1 Sin iO-
,

\/cos d' +i sinW= cosid-+i sin hd-,

wo allerdings im Grunde beidemale rechts noch der entgegen g-esetzte Werth zulässig ist. Wir wollen

jedoch hier für & so kleine positive Werthe wählen, dass cos^ positiv oder Null ist und für abneh-

mende & positiv bleibt, was erreicht wird, wenn links ß- = im, rechts 5- = i^r genommen wird. Dann

wollen wir die Quadratwurzeln so bestimmen, dass ihr reeller Theil positiv ist, wodurch die beiden Glei-

chungen zu völlig bestimmten werden. Nun ist

Cosico-\-i Sinico == cosijc-{-i sinijt (= i).

Nimmt man beiderseits die Quadratwurzel, und zwar so, dass ihr reeller Theil positiv ist, so folgt

Cos\co +« Sin-\a) = cos\x -{-i sbi\ji.

Nimmt man hiervon wieder und v/ieder die Quadratwurzel, deren reeller Theil positiv ist, so gelangt

man zu der Gleichung

^1 , . .. i 1
, . . 1

Cos ^m-\-i bin ^oj = cos-^^:w -{-i sm^ jt,

und wenn man zur mten Potenz erhebt, zu den Gleichungen

„ m , . ^. m m , . . m „ m m ^. m . m
Cos:^a)-\-iSinjrco=^cos-^jt-\-isin— ji, Cos -^co = cos ^üt , bm ^^ (o ^ sm -^ jr,

welche für jedes ganze m und n gelten. Setzen wir x für ?m : 2", so folgt hieraus, dass die Gleichungen

Cosxco = cosxJt, Sinxo'j = sinxx,

für reelle x in jedem noch so kleinen Intervalle beliebig oft (unendlich oft) erfüllt sind, und dass sie

demnach (§ 40) wegen der Stetigkeit für alle reellen x erfüllt sind.

Um noch das Verhältniss zwischen co und jr zu bestimmen, braucht man die Gleichung

Sin xoo = sin xjc

nur durch x zu dividiren und mit x zur Grenze Null überzugehen. Dann ist

,. Sinxco ,. Sinixco) ,. sinxjt
hm = lim , . .CO = CO = hm = jt, co = jr

X (xca) X

und es ist jt die Ludolph'sclie Zahl ;),141 592 65 . .

Damit ist für reelle d-, und für solche sind die Functionen der Trigonometrie nur definirt, die

völlige Gleichheit von Sin-9- und sind-, und von Cosr")- und cosS- erwiesen, wodurch die grossen Buch-

staben überflüssig werden. Lassen sich die für reelle & definirten Functionen Sind-, Cosd- als Func-

tionen der complexen Veränderlichen & fortsetzen, so müssen (§ 66) auch diese Fortsetzungen sin{)-

cosd- sein.

§ 82. Darstellung der complexen Zähen durch Polarcoordinaten. Wir sind nun im

Stande die Beziehung zwischen dem Winkel einer Zahl und ihrem absoluten Betrage einerseits, und

ihren reellen und imaginären Theile andrerseits, welche im § 9 unerörtert blieb, hier aufzustellen.

Ist nämlich a = ge^' = Q{cosd' +i sind-), so ist q der absolute Betrag, und d- der Winkel der Zahl a

bezeichnet /_ a, d. h. zieht man um den Punct Null in der Ebene, welche die complexen Zahlen dar-

stellt, mit dem Radius Eins einen Kreis, so schneiden der Radiusvector des Trägers der Zahl a und

die reelle Achse ein Stück von der Länge d- aus diesem Kreise, welches den Winkel der Zahl misst.

Ferner ist, a = a-{-ßi vorausgesetzt

QCOS& = a, Qsind- = ß, q = \/{aa+ßß).

Das Produkt zweier Zahlen a = Q{cosß+i sind), a' == q' {cosd' +i sind-') hat das Produkt der abso-

luten Beträge zum absoluten Betrage und die Summe der Winkel zum Winkel. Der Quotient hat

die Differenz der Winkel zum Winkel. In Zeichen

a.a''=Q.Q'{cos{d+d')-\-isin{d+d')), a:a'={Q:Q'){cos{d—d')-\-isin{d—d')), absa'^={äbsa)"', i_a'"=m./^a,

abs{a.a')== absa.absa', L.a.a' ^ L.a+/_a', abs(a:a') = äbsa:absa', L.{a:a')= L^a— La'.
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Der Winkel einer Zahl a ist seiner Natur nach insofern nicht ganz bestimmt, als er um ein be-

liebiges Multiplum Ton 2jr vermehrt oder vermindert werden kann.

§ 83. Stetigkeit der Polar dar Stellung einer Zahl. Aendert sich eine Zahl z, so dass

sie in z+Ä tibergeht, und ist h sehr klein, d. h. ist sowohl der reelle Theil von h, als auch der ima-

ginäre Theil sehr klein, so ändert sich im Allgemeinen ihr absoluter Betrag und ihr Winkel in der

Hauptdarstellung sehr wenig. Der Winkel ändert sich allein unstetig längs der negativ reellen Achse

der Zahlenebene von bis — oc, dort ist er auf dem negativen (obern) Ufer um 2je grösser als auf

dem positiven (untern). Aus dem Anblick der graphischen Darstellung einer Zahl ist dieser Satz evi-

dent, allein wir dürfen uns hier wegen der nicht überall völlig durchsichtigen Correspondenz zwischen

dem graphischen Augenschein und den analytischen Verhältnissen nicht mit dieser Art des Beweises

begnügen, sondern müssen den Satz streng analytisch herleiten. — Hierzu bedürfen wir des Hilfsatzes,

dass die Gleichung
sin(p = £

für kleine Werthe von s (— i < a < *) durch kleine Werthe von <p gelöst wird. Ist t positiv und

kleiner als i, so ist

(8£2 25£4 T's^
I

sinis = 2s— £ -^^ ~Y + -rr^ . + ..== ts— £.2,

worin X ein echter positiver Bruch ist. Demnach ist

sin 2g < £

und es muss sin(p den Werth £ einmal für einen Werth von (p zwischen und 2£ (§ 44) annehmen
woraus, da zwischen und ijr nur ein solcher Werth existirt, folgt

(f>
<2£.

Ist £ negativ, so ist 50 negativ aber absolut genommen wieder kleiner als 2 als t. Die übrigen reellen

Lösungen der Gleichung sin <p = sind (§ 78) sämmtlich in den Formen enthalten

Für die erste Reihe dieser Werthe ist der cosinus positiv, für die andere negativ.

Was nun zuerst den absoluten Betrag von z betrifft, so ändert er sich überall stetig

mit z. Denn ist q' = als (x-|-Ä), so ist q,'—q = {q'q'—qq) : q+q' = §{x+g)+rj (y+rj) -.qq', wenn z =
x+yi, h = g+tji ist, und es wird demnach, wenn q nicht ist, q'—q mit g und >] beliebig klein. Ist

aber p ^ 0, so ist q'—q = i/gg+jy?/, welcher Ausdruck offenbar mit § und rj beliebig klein wird. Es
bleibt der Winkel zu untersuchen. Es sei /_z = ß-, l_z' = L^{z-\-ii) = Q--{-(p, so ist

z':z = {q' : q) {coscp+i sin<p), {{x+^)x—{y-\-r])rj) : qq' = cos<p, (xTj—y^) : qq' = sing).

Daraus folgt, dass der absolut genommen kleinste Werth von cp, der diesen Gleichungen genügt, mit

g und r/, wenn q von Null verschieden ist, beliebig klein wird, und da der cosinus positiv ist, so sind

die übrigen Lösungen von der kleinsten um ein Multiplum von 2jr verschieden. Nun wurde behauptet,

die Hauptdarstellung von z sei stetig, es ist also ^ und ^+(p zwischen —jc und -f-^r zu nehmen.
Sei zuerst ß- von —jr und +jr verschieden, so kann man durch hinlänglich kleine Annahme von g
und r/ (p so klein machen, dass auch ß+cp von —x und +jt: verschieden ist, und zwischen diesen

beiden Grössen liegt. Wollte man einen um ein Multiplum von 2jr verschiedenen Werth für 95 setzen, so

würde d-+(:p±2njt, wenn ß+ cp zur Hauptdarstellung gehört, nicht zur Hauptdarstellung gehören, nicht

zwischen —jt und +jr liegen, es ist für 95 nur der absolut genommene kleinste .Werth zulässig,

und es ändert sich d- mit z stetig. Ist aber d- = jc, und ist für gegebene kleine g und ?j der
Winkel tp positiv, so gehört d-+(p nicht zur Hauptdarstellung, sondern ß+cp—jc gehört dazu, und es

ist also in der Hauptdarstellung der Winkel (p an der Stelle x unstetig, er ist in einem Puncte, wel-

cher unendlich nahe dem obern Ufer der Linie . . — cc liegt um 2jr grösser, als in einem unendlich
nahe benachbarten Puncte auf dem untern Ufer, (welche symbolische Ausdrucksweise nicht misszuver-

stehen ist.) Es ist dabei zu beachten, dass der Winkel * mit der Zahl z auch längs jener Linie stetig

Thomac, Elementare Theorie der analytischen Functionen. a
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geändert werden kann, nur erhält man, wenn z jene Linie überscliveitet, nicht mehr die Hau])tdar-

stellung, wenn man ^ stetig ändert.

Im Puncte ist der Winkel der Zahl z völlig unbestimmt, denn es ist := Q .{cos 9-+i sind-),

was auch d- sein mag. Diese Unbestimmtheit ist in jedem Falle als eine Unstetigkeit anzusehen,

wenn auch wie hier der Winkel der Zahl, = q {cos d-+i sind-), wenn ihr absoluter Betrag q stetig ab-

nimmt, immer einen bestimmten Werth hat, und so & längs einer von Ü ausgehenden Geraden stetig

ist. Weil man aber bei verschiedener Art der Annäherung der Zahl z an zu verschiedenen Winkeln

gelangt, so ist derselbe dort unbestimmt und unstetig.

§ 84. Das Verschwinden der trigonometrischen Functionen. Da cosz = sin{iji:—z)

ist, und sinz = cosQiJc—z), so genügt es, eine der Functionen sinus oder cosinus zu untersuchen, wie

oft und wo sie einen bestimmten Werth a annimmt. Ist a = 0, so fanden wir, dass sin x für x =
±tijc verschwindet, für andere reelle Werthe von x nicht Null wird. Es fragt sich, ob es noch com-

plexe Zahlen z giebt, für welche sinz = ist. Für diesen Werth müsste

gn_g-a = 0, e" = e-", e-" = g-^ä'+ä^' = 1

sein. Diese Gleichung erfordert (§ 79), dass y = sei. Das besagt, für complexe Werthe von z ver-

schwindet sinz nicht, nur für reelle, und diese sind sämmtlich gefunden. Aehnliehes gilt von cosz.

Ist aber sin z = a, und a eine beliebige complexe Zahl, so ist

e'i— e-" = 2ia, e^-"—2ia e"—l = {e''—iay— 1 +0?= 0, e" = ia ± \/\.—a\

Ist nun eV" = ia + \/{l—a^), so ist auch e(^o±2"^)' = ia+\/{i+ aa) für jedes ganze n, und nur für diese

Werthe des Exponenten (§ 79). Ist ferner eV' = 2a— [/l

—

aa, so ist auch e(V±-"'^>' = m—/l—aa,und

nur für diese Werthe des Exponenten. Weiter ist

gUo+V)' = —a^—l+ a^ = — 1, zo+z'o = Jr + 2?ijr,

woraus sich ergiebt, dass sämmtliche Lösungen der Gleichung sin z = « in den Formen enthalten sind

2 = Zo i; 2wjr, z = jc—Zo + 2njr

wenn «mzo = «, ^o eine, etwa die Hauptlösung ist, deren reeller Theil zwischen —n und -{-Jt liegt.

Andere Lösungen dieser Gleichung giebt es nicht.

Die sämmtlichen Lösungen von cosz=- a sind in den Formen enthalten

Zo±2w3r, —Zo±2?ijr,

wenn zq irgend eine, etwa die zwischen —jt und jr liegende Hauptlösung ist.

§ 85. Die trigonometrischen Functionen für unendlich grosse z. Nennt man mit

Herrn Weierstrass Functionen, die für jeden Werth von z den Charakter einer ganzen Function

haben, ganze transcendente Functionen, so gehören die Exponentialfunction und die trigono-

metrischen Functionen zu dieser Klasse. Jede solche Function f{z) hat wie sieh später zeigen wird,

die Eigenschaft, dass man die Veränderliche z derselben auf eine solche Weise dem absoluten Betrage

nach über alle Grenzen wachsen lassen kann, dass die Function rascher als jede Potenz von z wächst,

d. h. dass f{z) : z" für jedes positive n mit z (bei jener Art des Wachsthums) über alle Grenzen wächst.

Bei der Exponentialfunction hat dies für solche z statt, deren reeller Theil über alle Grenzen wächst.

Für rein imaginäre z hingegen bleibt der absolute Betrag der Exponentialfunction immer gleich Eins,

wie gross z auch sein mag. Die trigonometrischen Functionen, welche durch die Gleichungen

2 cosz = e"+e"~", 2isinz = e"— e~"

mit der Exponentialfunction verbunden sind, wachsen über alle Grenzen, wenn z rein imaginär über

alle Grenzen wächst, oder wenn der imaginäre Theil von z positiv oder negativ über alle Gienzen wächst,

während sie für reelle z immer zwischen —1 und -|-1 hin- und herschwanken, und so unendlich viele

Maxima und Minima haben. Betrachtet man die Function *m(l:z), und lässt z reell gegen abnehmen,

so ist
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die Function hat in einem endlichen Gebiete (zwischen und 1) unendlich viele Maxima und Minima
und ist für 2=0 völlig unbestimmt.

Zur Klasse der ganzen transcendenten Functionen gehören offenbar alle Functionen, welche

als Summe von Produkten aus e", cos z, sin z, e"', cos hz, . . bestehen, aber auch die Functionen (§ 68)

g/w^ e'osz^ slyigz^ sinfi^z), cos sin z, cos cos cosz, . .

wenn /(z) eine ganze Function, oder eine ganze transcendente Function ist.

§ 86. Graphische Beziehungen zwischen e' und z. Unsere Vorstellung über den Ver-

lauf einer Function wird nicht unwesentlich unterstützt durch das Princip der Abbildung. Wir stellen

die Zahl z = x+yi in einer Ebene, der z-Ebene nach § 9 dar, die entsprechenden Zahlen Z^
X+Yi^f{z) in einer andern Ebene, der Z- Ebene, und untersuchen sodann den geometrischen Ort

der Träger der Zahlen Z, wenn z einfache geometrische Orte durchläuft. Betrachten wir zuerst die

Correspondenz

Z= e^, X+Yi = e^+'J', X= e^ cos y, Z= e^ sin y.

Durchläuft die Zahl z die reellen Zahlen von — oc bis +oc {a . . h), oder (ihr Träger in der z-Ebene)

die reelle Achse von links nach rechts, so durchläuft der Punct Z fortwährend wachsend von links
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von rechts nach links. Ebenso entsprechen sich die Linien a, . . b, und A . . B,, wenn dort z =
X—ijt, Z == —Ä ist. Ziehen wir aber eine gerade Linie der reellen Achse der 2-Ebene parallel in

der Entfernung ß, so dass auf ihr z = x+ßi ist, (c . . d) so ist Z= e^+^' = e^{cosß-{-i smß). Die

Zahlen Z haben alle denselben Winkel ß, ihr Träger durchläuft eine Gerade {C . . D, C und Ä sind

aber dieselben Puncte) von Null bis ins Unendliche, welche mit der positiv reellen Achse der Z-

Ebene den Winkel ß einschliesst. Dabei kann ß auch negativ sein.

Dem Theile der imaginären Achse der z- Ebene zwischen —in und +ot entspricht in der Z-

Ebene der Einheitskreis. Den Puucten —in, 0, in entsprechen bez. die Puncte — 1„ 1, — 1, wobei —1,

und — 1 dieselben Puncte sind, aber gewissermassen auf verschiedenen Ufern der Linie . . — cc liegen.

Es ist auf dieser Linie z^yi, Z= cosy+i siny. Durchläuft z die imaginäre Achse von —in bis

+in, von unten nach oben, so durchläuft Z den Einheitskreis von —1, bis — 1 positiv herum (ent-

gegengesetzt dem Zeiger einer Uhr). Die Linie h„ h welche in der Entfernung p der imaginären Achse

der 2 -Ebene parallel gezogen ist, auf welcher z = p+yi, —n ^y = n ist, wird ebenfalls durch einen

Kreis in der Z-Ebene abgebildet, dessen Radius e^ = P ist, und der in der positiven Richtung von

H, bis H durchlaufen wird ; dem Puncte z = p entspricht der Punct Z^ P, der auf der reellen Achse

liegt, und Träger einer grössern Zahl als Eins ist, wenn p > 0' ist. Durchläuft z die Linie k, k,

deren Träger die Zahlen z ^ q-\-yi, ? < 0, —^ = 2/ = -tt sind, so durchläuft Z einen Kreis positiv

herum, desseu Radius Q ^ e^ kleiner als Eins ist, von E, bis K. Dem Puncte q entspricht der Punct

Q. So entspricht nun das Rechteck k„ h„ h, k einer Figur E, H, H E, deren Seiten die Bögen zweier

Kreise sind und gewissermassen die beiden Ufer eines Stückes der Linie /, der negativ reellen Achse

zwischen E, und H, und zwischen H und E. — Die Seiten dieser Figur stehen ebenfalls rechtwinklig

aufeinander. Das Innere der einen Figur entspricht dem Innern der andern. Nähert sich der Punct

z der Linie k, h„ ist also der imaginäre Theil von z negativ nahe —ni, so nähert sich Z dem Ufer E,H,

von unten her, von der Seite her, in welcher die negativ imaginären Zahlen Z liegen. Nähert sich z

der Linie k h, ist also der imaginäre Theil von z nahe in, so nähert sich Z dem Ufer EH von oben

her, wo die positiv imaginäre Achse liegt. Entfernt man die Puncte p und q immer weiter vom Puncte

Null, so werden die entsprechenden Kreise bez. grösser und kleiner, und man erkennt hieraus, dass

den Zahlen zwischen den beiden Paralleln z == x+ni, z = x—ni [a, . . b, und a' . . b') alle Zahlen

der ganzen Z-Ebene entsprechen, und zwar jeder Zahl des Streifens eine Zahl und nur eine Zahl

der Z-Ebene, verschiedenen Puncten z verschiedene Puncte Z, und nur die Puncte der begrenzenden Linien

a, . . b, und a' . . V entsprechen denselben Puncten der Linie l in der Z-Ebene. Aus diesem Grunde

sagen wir, dass die Zahlen der Linie a, . . h, dem unteren positiven Ufer der Linie l (^) die Zahlen

der Linie a' . . V dem obern Ufer dieser Linie ilr) entsprechen. Nähert sich z der obern oder untern

Parallele, so nähert sich Z bez. dem oberen oder unteren Ufer von l. Dem Parallelstreifen zwischen

a . . b und a' . . V entspricht die obere Hälfte der Z-Ebene, dem Streifen zwischen a . .b und a, . .b,

die untere Hälfte. Will man für einen andern Punct der z-Ebene das zugehörige Z bestimmen, so

kann man ^ = e'±'^"^' = Z setzen , und nun die ganze Zahl :£ w so bestimmen, dass z + 2nin in den

Streifen a, . . b„ a' . . b' zu liegen kommt. Für diese Zahl ist aber die Lage von Z bestimmt, und

sie ist für jenes z dieselbe. Um den Streifen a' . . b', a" . . b" abzubilden, verschiebe man ihn paral-

lel mit sich selbst, so dass die reellen Theile aller Zahlen beim Verschieben ungeändert bleiben, bis

dieser Streifen den Streifen a, . . b„ a' . . V deckt. Dann kommt jeder Punct des ersten Streifens

auf einen bestimmten Punct des zweiten zu liegen, zu diesen beiden Puncten gehört dasselbe Z. Aehn-

lich kann man mit dem Streifen a„ . . b,„ a, . . b, verfahren. Theilt man die ganze z-Ebene durch

weitere Parallelen a'" ,.b"', . ., a,„..b„„ . . in unendlich viele Parallelstreifen von der Breite 2n,

und nennt man nach '2in cougruente Puncte dieser Streifen solche, deren zugehörige Zahlen denselben

reellen Theil, und um 27iin verschiedene imaginäre Theile haben, so entspricht allen diesen congruenten

Puncten 2 ein und dasselbe Z. Congruente Figuren, die durch Verschiebung der Puncte parallel zur

imaginären Achse, zur Deckung gebracht werden können, werden durch dieselbe Figur der Z-Ebene

abgebildet. Die Bilder der Puncte der z-Ebene füllen die Z-Ebene unendlich oft aus. Man kann aber



61

jedem Streifen der z- Ebene eine Z-Ebene für sich entsprechen lassen, und aus diesen Ebenen (Blättern)

eine Riemann'sche Fläche bilden, die die Eigenschaft hat, dass jedem Puncte der z-Ebene ein und

nur ein Punct der Eiern an n 'sehen Fläche entspricht und umgekehrt. Doch hierauf wollen wir erst

bei der Umkehrung der Exponentialfunction, beim Logarithmus eingehen.

§ 87. Graphische Beziehungen zwischen sinz und z. Setzen wir sinz^ Z= X+Yi
= sin(x+yi) = sinx cosyi + sinyi cosx und beachten, dass

y V
cosyi = 1+ J72

"^
1 2 3 4

+ —

+

«W2/ = e(?/+^ + |T+ •• +T^r-7-TTi +

positiv reell ist, und von 1 bis ex: wächst, wenn y von bis oo zunimmt, dass

3! ' 5! ' ' (2re+i)!

rein imaginär, und zwar mit y positiv oder negativ ist, und mit ± y von bis + oc wächst, bez. abnimmt,

so ergiebt sich zuerst X= sinx cosyi, V= — i sin yi cosx.

Für reelle Werthe von z ist sinz = Z reell, und wächst von —1 bis +1 stetig, wenn z von

— \jc bis \jc zunimmt. Setzen wir sodann o; = 0, z = yi und lassen y die Zahlen von —oo bis +oc

durchlaufen, so dass die Träger dieser Zahlen die imaginäre Achse der z- Ebene (a . . b) durchlaufen,

d, f,

-jr — in

f d' d"

in n

so durchläuft Z^ Yi ebenfalls die imaginäre Achse in der Eiehtung A . . B. Der Punct der z-

Ebene entspricht dem Puncte der Z-Ebene. Setzen wir z = a-\-yi und nehmen « < ^jr an, durch-

läuft also z die Linie e . . f die parallel der imaginären Achse in der Entfernung a von ihr gezogen

ist von unten nach oben, so durchläuft Z den Hyperbelzweig EF, welcher zu einer Hyperbel mit den

Brennpuncten + 1 und deu Achsen sina, cosa gehört, dem Puncte « entspricht der Punct sina. Es

ist nämlich

X. . .,,... XX YYX= sma cosyi, Y= —icosasinyi, —. = 1,
sma sm a cos a cos a

dabei ist aber X stets positiv, weshalb der Linie e . . / eben nur der eine Hyperbelzweig E . . F ent-

spricht. Der Geraden z == —a-\-yi {e, . . f,) entspricht der andere Zweig derselben Hyperbel (E, . . F,)

dem Puncte —a entspricht der Punct —sina. Man bemerkt, dass diese Hyperbelzweige ebenso auf

der reellen Achse der Z-Ebene senkrecht stehen, wie die ihnen entsprechenden Linien auf der reellen

Achse der z- Ebene. Dem halben unendlichen Streifen f,.. —«..+«.,/ entspricht das unendliche

Ebenenstück F, . .
— sina . . sina . . F. Lässt man a wachsen, so wird die Hyperbel immer flacher,

ihre Scheitel nähern sich mehr und mehr den Puncten ± 1 und für « = \n fallen die Zweige der
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Hyperbel bez. mit den Ufern der Linien 1 . . oc und — 1 . .
— oo zusammen. Es ist dort Z =

sin(+iyt-{-yi) = cosyi und Z^ sin{— i^r-fj/z) = — cosyi, und es ist also beidemale Z reell, einmal ^ 1

das anderemal ^— 1.

Ziehen wir in der z- Ebene eine Gerade parallel zur reellen Achse in der Entfernung ß von

ihr, so ist dort z^x+ßi, dabei mag — ijc = x^ijr sein. Alsdann entspricht dieser Linie in der Z-

Ebene die Hälfte einer Ellipse, deren Brennpuncte ±1 sind, und deren Halb-Achsen cosß, —isinßi

sind. Es ist nämlich dort

Z= sin {x-{-ßi) = si7i x cos ßi + cos x sin ßi, X= sin x cos ßi, F= — i cos x sin ßi,

cos ßi cos ßi ii sin ßi sin ßi

Für ein positives ß ist aber F= — i cosx sinßi positiv, so lange x zwischen — ijr und +ijr liegt. Des-

halb entspricht die Linie ää, dem halben Ellipsenbogen ^F, der oberhalb der reellen Achse in der Z-Ebene

liegt. Der Geraden z = x—ßi {k, . . k, — \üt = x^ ^jr) entspricht die andere Hälfte {K, . . K) dieser

Ellipse. Durchläuft z die ganze Begrenzung der Figur h, . .
— \jt . . k, . . k . . \n . . h . . h„ so

durchläuft Z die reelle Achse von H, bis — 1 (das obere Ufer) von da die reelle Achse nach K, (das

untere Ufer) zurück, sodann die Ellipsenhälfte K, . . K, von da die reelle Achse von K bis 1 (das

untere Ufer) von da rückwärts wieder die reelle Achse (das obere Ufer) von 1 bis H und von da die

ElUpsenhälfte H . . H,. Die Seiten dieser Bild-Figur stossen bei H H, K, K rechtwinklig aneinander, gerade

wie im Original. Ebenso entspricht der rechtwinkligen Figur n, m, vi' n' der z- Ebene, das von con-

foealen, also sich rechtwinklig schneidenden Hyperbel und EUipsenbogen begrenzte Stück der Z-Ebene

N, Mf M' N'. Puncten im Innern dieser Figuren entsprechen Puncte im Innern. Lassen wir ß grösser

und grösser werden, so wird die Ellipse grösser und grösser, und man findet so, dass dem unendlichen

Parallelstreifen zwischen c, . d„ c' . . d' der z-Ebene, die ganze 2^Ebene einmal und nur eimal entspricht.

Nur den Puncten der Begrenzung c, . . d„ c' . . d' entsprechen in ihrer obern und untern Hälfte die-

selben Puncte. Nämlich die Puncte von —

4

je bis d, entsprechen den Puncten der reellen Achse von

—1 bis — oo, den Puncten von — \jc bis c, dieselben Puncte. Wir lassen daher die Puncte der ersten

Hälfte dem obern Ufer dieser Linie entsprechen, die der zweiten Hälfte dem untern Ufer, so ist auch

in Bezug auf sie die Eindeutigkeit hergestellt, wenn ich jedem Puncte der reellen Linie — 1 . . —oc

noch beifüge, ob er auf dem obern oder untern Ufer dieser Linie liegen soll. Aehnliches gilt von der

Begrenzung c' . . d'.

Unter dem positiven Ufer einer Linie a . . i wollen wir dasjenige verstehen, welches für die

Eichtung a . . b zur Linken liegt. Dann ist das positive Ufer von a . . b das negative von b . . a.

Der Logaritlimus und die logaritlimische Reihe.

§ 88. Hauptwerth oder Hauptzweig des Logarithmus. Ist g eine Zahl, welche die

Gleichung befriedigt

so nennt man g den oder richtiger einen Logarithmus von r, denn es giebt deren unendlich viele, die

von einander (§ 79) um ganze Multipla von 2ijc verschieden sind. Wir wollen aber denjenigen Werth

von g den Hauptwerth von Igz (Logarithmus z) nennen, dessen imaginärer Theil grösser als — ijt

und kleiner oder gleich -f/jr ist. Dadurch ist dieser Hauptwerth eindeutig bestimmt. Der Hauptwerth

des Logarithmus positiver reeller Zahlen ist nach dieser Definition reell, positiv, wenn z > 1, negativ,

wenn z < i ist. Der Hauptwerth der negativen reellen Zahlen ist reell +ijt. Der Hauptwerth des
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Logarithmus einer Zahl a = absa.{cosd-+i sin») ist \g(absa)+d-i, wenn a in der Hauptform (§83)

dargestellt und lg (a&^a) reell genommen ist. Für jeden Logarithmus von z ist identisch

glgz = z,

nach der Definition des Logarithmus. Die sämmtlichen Logarithmen von a sind in der Form enthalten

lg a = lg {abs a) -\-d-i + Inin,

wo n eine ganze Zahl ist. Hat n hierin einen bestimmten Werth, so wollen wir diesen Logarithmus

den ± ?iten Zweigwerth des Logarithmus nennen und das System aller Werthe, wenn z jeder Zahl

gleich gesetzt wird, den ± wten Zweig des Logarithmus. Ist w = 0, so erhalten wir den Inbegriff

aller Hauptwerthe, und wir können diesen Inbegrifl den Oten Zweig, oder den Hauptzweig des Loga-

rithmus nennen. Jeder Zweig ist eine in der ganzen z -Ebene genau definirte Function von z, ob

aber auch in dem § 46 festgestellten Sinne, nach welchem sie durch Potenzreihen darzustellen ist, wird

sich erst in einem spätem Paragraphen festgestellen lassen.

Wächst der reelle Theil von g, von — oc bis -l-tx, während der imaginäre Theil festbleibt, so

wächst der absolute Betrag von e^ von bis oc fortwährend, und es nimmt deshalb der reelle Theil

des Logarithmus einer Zahl z mit dem absoluten Betrage dieser Zahl fortwährend zu. Die Gleichungen

= Igz und oc=lgz werden durch z = — cx:+t/2, z ^ -{-oc-^-iß befriedigt, wo y willkürlich ist.

Da <x keine eigentliche Zahl ist, so sind genau zu reden diese Gleichungen überhaupt nicht erfüllbar,

und es handelt sich nur um asymptotische Annäherung. Ist x eine positive reelle Zahl, so ist jeder

Zweig von Igrc für sich eine stetige Function der reellen Veränderlichen x, ausgenommen im Puncte

Null. Gilt dies vom Hauptzweig, so gilt dies auch vom Mten Zweige, der sich davon nur um eine

Constante, um Iniüi unterscheidet. Deshalb ist der Satz nur vom Hauptzweige, der für reelle positive

X reell ist, zu beweisen. Es sei für den Hauptzweig

lga; = §, \g{x+li) = ^+k, a; = e«, x-\-h^e^+^, \-\-^ = eK

worin offenbar h und k gleichzeitig positiv oder negativ sind, weil die Exponentialfunction mit x be-

ständig wächst. Sei zuerst h also auch k positiv, so ist

X 2! 3! n! x \ 2! 61 n! /

wo X positiv ist. Mithin ist k kleiner als h:x und kann, wenn x von Null verschieden ist, dadurch

beliebig klein gemacht werden, dass h klein genug genommen wird. Deshalb ist lg x, wenn x wächst,

stetig. Nimmt x ab, so hat man

lg a:—lg x~h = lg ( 1 -I-

Nun ist lg 1 ^ und Iga; für wachsende positive x stetig, folglich Igl-l-e beliebig klein, wenn e klein

genug genommen wird. Setzt man h : x—h für e, so wird dieser Ausdruck, wenn h klein genug ge-

nommen wird und x>0 ist, beliebig klein. Es ist also Igx auch für abnehmende x eine stetige

Function, und damit ist die Stetigkeit erwiesen. Lässt man x näher und näher an rücken, so ver-

zögert sich so zu sagen die Stetigkeit mehr und mehr, indem h kleiner genommen werden muss, wenn
Ä- gegeben ist, bis sie für x ^ Q gänzlich aufhört. Wir notiren noch die Specialwerthe des Haupt-

zweiges

Ig 1 = ü, lg e = i , lg e' = z, lg e" = ?i, lg i = -Jot, lg (—i) = —-hm.

§ 89. Stetigkeit des Logarithmus. Der Hauptzweig und wie daraus von selbst folgt,

jeder Zweig der Function Igz ist eine stetige Function von z in der ganzen z-Ebene, ausgenommen
längs der negativ reellen Achse von U bis — oc, welche Linie mit / bezeichnet werden mag. Ist näm-
lich z = Q.{cosd'+i sin&-) und diese Darstellung die Hauptdarstelluug (§83), so ist Igz ^ Igp-I-^«

und lg Q ist mit q und also mit z (§ 83) stetig, so lange z von Null verschieden ist, & ist aber stetig

(§ 83), so lange z nicht negativ reell ist. Ist 2 == —x und x positiv reell, so kann mau die Zahl —x
auf dem obern (negativen) der Linie l denken und auch auf dem untern (positiven) Ufer. Diese Ufer
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sind in der Figur mit /- und ^^ bezeichnet. Im ersten Falle ist lgz^ lg x+ijt im zweiten gleich

Igo;

—

ijt, und es ist also der Logaiithmus auf dem negativen Ufer von l um 2ijc grösser als auf dem
positiven, sowohl wenn der Hauptzweig als auch wenn ein anderer Zweig betrachtet wird. Zieht man
eine beliebige Linie von —x auf dem untern Ufer von / (/+) zum Puncte —x auf dem negativen Ufer

von l so, dass sie l nirgend schneidet, und um den Punct Null sich herum zieht, und ändert man z

von dem Werthe —x an, indem man successive Zahlen einsetzt, welche auf dieser Linie in sehr kleinen

Entfernungen von einander liegen, kurz stetig, so ändert sich auch lg z stetig, und zwar wächst hierbei

lg z im Ganzen um 2i7[. War die Linie ein in Null centriseher Kreis, so blieb hierbei der reelle Theil

von Igz immerfort ungeändert, der imaginäre wuchs fortwährend von 'IntJt—ijc bis 2nijr+zjr, wenn

der jzte Zweigwerth von \gz gewählt wurde. Ersetzt man die Kreislinie durch eine andere Linie, so

ist auf ihr der reelle Theil von Igz veränderlich, nimmt ab und zu, je nachdem sich die Curve dem

Puncte Null nähert oder von ihm entfernt, hat aber schliesslich im Puncte —x bei l- denselben Werth

als im Ausgangspuncte —x bei f^. Um die Figur, die auf Seite 59 steht, noch einmal verwenden zu

können, wollen wir Z für z schreiben und z ^\gZ setzen.
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lieh einen unendlichen der reellen Achse parallelen Streifen von der Breite 2jr. Beschreibt Z eine be-

stimmte Figur, so beschreiben der Hauptzweig' IgZ und der erste Zweig lgZ-\r'2m congruente Figuren,

die gegen einander verschoben sind, und zwar durch der imaginären Achse parallele Verschiebung um
die Strecke 2jr. Auch dieser Zweig ist längs der negativ reellen Achse, längs l unstetig, auf dem

negativen Ufer um 2/jr grösser als auf dem positiven. Ebenso bildet sich der 2te, 3te, . ., nte, —Ite,

—2te, . .,
—nte, . . Zweig auf congruente Parallelstreifen ab, deren Gesammtheit die ganze z-

Ebene bedecken, wenn n über alle Grenzen wächst, und die sich continuirlich an einander anschliessen.

Jedem Zweige von lg Z kann man nun eine Z-Ebene für sieh zuweisen, die man mit Hilfe irgend einer

Marke zählt, oder auf die man schreibt Hauptzweig, erster Zweig, u. s. w. Dann entspricht jedem

Parallelstreifen zwischen (2?i+1)ot und {2n+d)ijt eine bestimmte Ebene. Jedes Mal v^enn z an den

Band eines solchen Streifens gelangt und ihn überschreitet, springt Z aus einem Blatte (einer Ebene)

in ein anderes. Eiemann fügt deshalb, um ein ebenso continuirliches Gebiet für die Darstellung von

IgZ zu erhalten, wie es die Werthe von lg 2 bilden die Ebenen längs der Linie / an einander. Er

legt die verschiedenen Z- Ebenen aufeinander, so dass sieh ihre Achsen decken. Die Linie l wird

im ?iten Blatt mit /„, im —7iten mit /_„ bezeichnet, ihre Ufer mit /-, l+, lz„, /+„. Nun denkt man

sich das Ufer /~ an das Ufer /+ continuirlich anschliessend, so dass dort die beiden Blätter zusammen-

hängen*), sich continuirlich ineinander fortsetzen. Ebenso werden ^7 und /+ aneindergefügt, . .
/-

und l+,y Weiter werden 1+ und l-^ zusammengefügt 1+^ und Iz^ etc. Auf diese Weise erhält man

eine continuirliche Fläche, welche sich um den Punct Null unendlich oft schraubenflächenförmig herum-

windet. Die Höhe eines Schraubenganges kann man sich unendlich (beliebig) klein, denken. Eine

Kreislinie, die den Punct Null zum Mittelpunct hat, ist in dieser Fläche keine geschlossene Linie,

sie kann rückwärts und vorwärts weiter und weiter fortgesetzt werden, so dass sie den Punct be-

liebig oft umkreist. Die Linien / sind für diese Fläche im Grunde gar nicht mehr vorhanden. Da
aber das Bedürfniss vorliegt, die Blätter zu zählen, so kann man sieh dieser Linien als Marken be-

dienen, welche die Ordnungszahl der Blätter bestimmen. Sowie die so entstandene Fläche eine con-

tinuirliches geometrisches Gebilde ist, die nur im Puncto Null eine singulare Stelle besitzt, ebenso

ist \gZ eine continuirliche Function, die nur im Puncte singulär und unstetig ist. Denn wenn auch

jeder einzelne Zweig von IgZ unstetig ist, weil er, längs / an beiden Seiten um 2ijc differirt, so giebt

es doch dort einen Werth von IgZ, der stetig sich an diesen Zweig anschliesst. Ueberschreitet Z im

nten Blatte die Linie 4 in der Richtung von oben nach unten, so bildet offenbar der n+lte Zweig die

stetige Fortsetzung des wten Zweiges, was auch n sein mag. Der Logarithmus an sieh ist längs l

ebenso stetig als sonst, ausser für Z ^ 0, nur seine Zweige sind unstetig. Die Riemann'sehe Fläche,

die sich überall continuirlich fortsetzt, charakterisirt mithin die Function IgZ ganz vorzüglich. Für

jeden Punct dieser Fläche ist lg Z eindeutig bestimmt, denn durch die Lage des Punctes über der

Z-Ebene ist die zugehörige Zahl Z bestimmt, und durch seine Lage in der Fläche ist das Blatt der

Fläche, der Zweig der Function, völlig bestimmt. Zu jedem Puncte der Z-Ebene gehört ein und nur

ein Punct der Riemann'schen Fläche, und umgekehrt. Die Differenz der Werthe von lg Z im raten und

mten Blatte ist 2(w

—

m)m. Aendert man IgZ mit Z continuirlich, so wächst IgZ bei jedem positiven

Umgange der Zahl Z um den Nullpunct um 2ijt, und nimmt bei jedem negativen Umgange um 2m
ab, von welchem Puncte man auch ausgehen mag.

*) In meinen Vorlesungen pflege ich etwa fünf kreisförmige Papierstücke mit zu bringen. Sie sind sämmtlich

von links nach rechts horizontal, vom Rande bis zum Mittelpuncte durch einen geraden Schnitt mit der Scheere auf-

geschlitzt. Auf einem Blatte steht Hauptblatt, auf den andern Ites, 2tes, — Ites, —2tes Blatt. Aut dem obern Ufer im

Hauptblatt steht l" auf dem untern & ebenso l~, Vf etc. Nun lege ich unter /~ des Hauptblattes und tf des ersten

Blattes einen schmalen gummirten Streifen, und klebe mittels des feuchtgemachten Streifens das Hauptblatt und erste

Blatt aneinander, so dass sich die OPuncte und Achsen decken. Ein zweiter Gummistreifen verbindet das Ufer r^ mit tf, ein

andrer & mit l~^, und endlich ein letzter ^2_j mit l~y Damit hat man einen Theil der Riemann'schen Fläche herge-

stellt, nämlich fünf Blätter die man leicht fortgesetzt denkt. Will man die Blätter leichter von einander unterscheiden,

so kann man verschieden gefärbtes Papier nehmen.

Thoraae, Elementare Theorie der an.alvtisollen FimoUoneii. 9
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Willkiirliclikeit der Zweige. Dem Anfänger ist zu rathen, eine feste Bestimmung eines

Zweiges von IgZ seinen Vorstellungen zu Grunde zu legen. Dass aber in dieser Bestimmung eine

gewisse Willkür liegt, darf ihm nicht entgehen. Wir hätten ebenso gut den Hauptzweig von \gZ so

definiren können, dass der imaginäre Theil von lg^=0 und < 2m sein sollte, und den wten Zweig

dadurch, dass der imaginäre Theil von lgZ^2nm und < 2(w+1)ot sein sollte. Dann würde die

Linie / mit der positiven reellen Achse zusammengefallen sein. Die Riemann'sehe Fläche freilich

ändert dadurch ihre Gestalt gar nicht, nur die Marke für die Ordnungszahlen der Blätter wäre verlegt.

Ebenso gut hätten wir aber für l eine beliebige gerade oder krumme sich nicht schneidende, die Ebene

also nicht zerstückelnde Linie wählen können, welche von ausgeht, und ins Unendliche läuft. Immer

würde der Werth von \gZ auf ihren beiden Ufern in gegenüberliegenden Puncten um 2ijc verschieden

sein. Der Punct Null und ihre Unendlichkeit sind wesentlich für die Linie l, denn wie klein, oder

wie gross auch ein Kreis sei, der um Null gezogen wird, IgZ wächst, wenn dieser Kreis von Z posi-

tiv durchlaufen wird, um 2ijt. Bei der Wahl der Linie l lässt man sich meist von äusseren Gesichts-

puncten leiten, man sucht z. B. eine gewisse Symmetrie herzustellen, wie es bei der hier getroffenen

Wahl, wo sie mit der negativ reellen Achse zusammenfällt, in Bezug auf's Imaginäre statt hat.

§ 9L Die Functionalgleichung. Sind z und z' zwei complexe Zahlen, so ist

e's« ^ z, e'='' = z', e's2 .
gig^' = gig^+ig«' = z.z' ^ gigU.O^

Ig 2;+lg z' = lg {z . z'), lgz— lg z' = lg (z : z'), lg (2") = n \gz, lg (1 : 2) = —lg z.

Ist (Igz) der Hauptwerth von ]g z und sind z, z' reelle Zahlen, so ist (lg 2)+ (lg 2') reell und demnach

ist Q.gz)+{^gz') = (lg(2.2')). Ist nur eine der Zahlen etwa z' reell, so ist Ig2+(lg2') = lg(2.2')

und für \g(z,z') ist derselbe Zweig als für lg 2 zu wählen. Sind beide Zahlen 2, 2' complex, so ist

(lg. 2:)-|-(lg2') == lg(2.2') und auf der rechten Seite befindet sich entweder der Hauptwerth, oder ein

Werth des Iten oder —Iten Zweiges. Sind die Winkel der Zahlen z und 2' bez. ^ und #' zusammen

grösser als :!i, so ist der erste Zweig zu wählen, kleiner als jr oder gleich jt und grösser als —jr, so ist

der Hauptwerth zu wählen, ist aber ^-l-^'' = —jt, so ist der — Ite Zweigwerth zu wählen. Andere

Fälle können nicht eintreten. Ist lg„2 der nie Zweig von lg 2, so ist lg„2-|-lgmz' = lg^(2.2') und

f^
= n+m+i oder n+m oder n+m— 1, je nachdem bez. /_{z+z'}> Jt, oder =jr oder =

—

jc in der

Hauptdarstellung von 2, 2' ist. In jedem Falle, d. h. wie die Zweige auch gewählt werden mögen,

besteht die Congruenz
lg 2 -|-lg 2' = lg (2 . z') (modulo 2m),

d. h. die rechte Seite unterscheidet sich von der Linken nur um ein Multiplum von 2m. (Das Zeichen

= wird gelesen „congruent"). Der praktische Gebrauch der zur Abkürzung der Multiplication, Division,

Potenzirung und Radicirung von der Functionalgleichung des Logarithmus gemacht wird, ist bekannt

und braucht hier nicht erörtert zu werden. Als Lemma wollen wir jedoch einen Satz über den Loga-

rithmus der Quadratwurzel anfügen.

Wenn eine Function /(z) die Functionalgleichung befriedigt, f{z)+f{z') = f{z.z'), und wenn

sie mit Igz für z^ \+x übereinstimmt, wenn x positiv reell ist, so stimmt f{z) mit Ig 2 für Werthe

einer regulären unendlichen Folge \+x^, l-fa-j, \+x^, . ., l+x„, . . überein, deren Terme gegen Eins

convergiren (lim^„ = 0). Da nämlich f{z)+f{z) = 2f{z) = f{z-) ist, so muss auch f{z) = 2f{\/z)

wenigstens für eine der beiden Wurzeln sein. Nehmen wir noch an, dass für positiv reelle 2 f{z) reell

sei, für negative 2 nicht reell, so folgt, dass wenn f{\+x) = \g\-\-x ist, auch f(\/\-^x) = f{\-^xCj

= lg|/T+^ = lg(l-t-a;i) ist, wenn x\ positiv ist, also die positive Quadratwurzel genommen ist. Setzen

wir weiter |/r+^= \-^Xi, \/Y+x,= l+.-Cg, .
.,' l/l-|-.r„== l-fa-„+i, . . immer die positive Wurzel

nehmend, so folgt successive

/•(l+.T2) = lg(l-F.To), /(l-f.r3) = lg(l+a:3), . ., /(l+a:„) = lg(H-a-„), •

Nun ist aber

(1 +ia-)- > 1 +.T, 1 -Fia; > l/l -1-a;, 1 < 1 +.1-^ < 1 +ir, < .Ti < U,
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< X2 < i-a-i < ix-, U < x-i < iTo < ia;, . . , < a-„ < A-a;„_i < ^ .c, . •

und mithin ist a^j, a-j, . ., a-„, . . eine reguläre Folge und lima;„ = 0, w. z. b. w..

§ 92. Die binomische Reibe für negative ganze Exponenten. Die, so lange abs z <. i

ist, conyergente Reibe

l+Z

ist die binomisebe Reibe für den Exponenten — 1. Mit dem Scblusse von n auf n-\-\ erweist man leicht

die Richtigkeit der Entwickeluug

r \ _ i—n) i—n—l) {
—n—?n+i) _ ^,„ n (ra+1) (n+2) (?2+m— 1)

Auch für diese Binomialeoefficienten besteht die im § 56 abgeleitete, und für jedes n giltige Beziehung

(—ra)m+(—m)™-i = (—?i+l)m = (— (W— l))m.

Schreiben wir nun für die für (1+z)-" hypothetisch aufgestellte Reihe 6'„, und bilden das Produkt

S„(l+z), so erhalten wir

S„{l+z) = l+ {{-n\ + l)z+({-n).,+{-n\)z-^+ .^((—u)«+(—m)„-i>"'+ ..

= l+{—)l—l\z+{—n-l).2Z^+ . . +(—W—1)„2'"+ . . =Sn-l,

Sn = S„-i : (1 +z) = S„_2 : (i +z)^ = 5„_3 : (1 +z)3 = . . 5i : (1 +2)"-! = (1 +z)-",

w. z. b. w.

§ 93. Die logaritbmische Reihe. Wir fragen nun, ob eine Function der complexen Ver-

änderlichen 2 existirt, die der Functionalgleichung f(z)+f{z') = f{z.z') Genüge leistet. Ob Igz eine

solche im Sinne des § 58 ist, steht noch in Frage. Soll /"(z) existiren, so muss eine Potenzentwickelung

in irgend einem von Null verschiedenen *) Puncte, etwa in zq vorhanden sein, durch welche die Func-

tion definirt wird. Es muss also

/{z) = Bo+ßi{z—Zo)+B^{z—Zoy+ . . +Bn{z—Zo)"+ . .

eine eonvergente Reibe sein, wobei zq eine noch unbekannte Grösse ist. Existirt die Reihe, so ist

wenn An für BnZ^ gesetzt wird. Die Gleichung f{z)+f{z') ^ f{z.z') ergiebt für 2' = 1, /(l) = und

mithin muss Ba = /(zq) sein. Schreiben wir £ für (z

—

zq) : z^, so erhalten wir

/•(!+£) = 4£+^2e-+ • +^ng"+ . .

/{z) = Ai{z—l)+Ai{z—iy-+ . . +^„(2—1)«+ . .,

d. h., lässt sich /"(z) nach Potenzen von z

—

zq entwickeln, so lässt sich diese Function auch nach Po-

tenzen von z—1 entwickeln, oder /(I+2) nach Potenzen von z. Nun ergiebt die Functionalgleichung

f{l+Z+z')=f{i+z)+f^\+ ^^^J=^i(z+zO+ ^o(2+ 20'-+ . . +A„iz+zr+ . .

= A,z+A.2Z^+ . . +AnZ"+ . . +Aiz'{l+z)--^+ A2z"-{l+z)~^-\- . .-f.4z'"(l+z)-"+ . ..

Vergleichen wir nach der Methode der unbestimmten Coefficienten das, was beiderseits mit z'-" multi-

plicirt ist, indem wir das Rinomialtheorem anwenden, so finden wir

^f«+^^-t-i(i"+l)iz+^^+2(,«+2).,z2+ . . +A^^(fi+n)„z'>+ . .

= .4^(l+z)-.« = 4,+(-//),^^z+(-«)2V'+ • • H-l^)nAf,z"+ . .,

*) Existirt eine Bntwiokelung im Puucte Null, (was übrigens nicht der Fall ist,) so muss im Convergenzkreise

auch ein von Null verschiedener Punct vorhanden sein, in welchem sich /(i) entwickeln lässt.

9*
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und durcli nochmalige Anwendung der Methode der unbestimmten Coefficienten

A^+f,{[i+n)n = A^{—fi)„, An+f, = Af,{—iy . (i : {n+n).

Für jM = ist diese Rechnung nicht erlaubt. Allein man erkennt unmittelbar, dass in unserer Glei-

chung die Terme, die beiderseits mit z'" multiplicirt, von z' frei sind, einander identisch gleich sind,

und also für die Grössen A keine Eelation liefern. Für [i== \ finden wir

^«+1 = (—l)Mi :(k+1) = (—l)»a:(M+l)

wenn a für die unbestimmt bleibende Zahl Ai geschrieben wird. Setzt man dies Resultat in die allge-

meinen Gleichungen, in denen fi beliebig ist, ein, so werden sie identisch erfüllt, so dass also die un-

endliche Anzahl dieser Gleichungen miteinander verträglich sind, keinen Wiederspruch liefern. So-

mit finden wir, dass im Innern des Convergenzkreises, der den Radius Eins besitzt, die Potenzreihe

,(.):„_ (._x)_(£=i2+(£=i)!_(!^)!+ .. +e')-=fc-J):+..

eine Function definirt, welche der Functionalgleichung f{z)+f{z') = f{z.z') Gegnüge leistet.

In dieser Function lässt sich die noch willkürliche Constante a so einrichten, dass sie mit lg

2

völlig übereinstimmt. Es ist nämlich nach § 68

eine Fotenzreihe, die jedenfalls convergirt, so lange absz<l ist, was auch a sein mag. Wir bezeichnen

die Reihe der Kürze halber mit F{z). Für z = x, wo a; positiv reell und < 1 ist, sei 2

—

H'^+W—
-|- . . = X, SiO ist Ä offenbar reell. Alsdann giebt es einen reellen Werth von a, der die Gleichung

befriedig
.»^=, +. = /('+-> _P(.)_.W'+-).

Ist a dieser Bedingung gemäss bestimmt, so ist

/•(l+a;) = lg(l+a;), /(l+x,) = lg(l+^i), • •, /(H-a;„) = lg(l-}-a;„), . .,

wenn \/\+x== \-\-Xi, \/\-\-Xi = \+x^, . . gesetzt wird, und für lg(l-i-a;i), lg (1+3:2) . . immer der

Hauptwerth genommen wird. Hieraus folgt weiter P{x) = 1 +x für x = x, Xi, x^, , Xn, . . und es

bilden die x, xi, . . eine reguläre Folge mit der Grenze Null. Nun haben wir zwei Potenzreihen 1+x
und P{x), welche in einer unendlichen gegen Null convergirenden Folge von Zahlen x miteinander

übereinstimmen (§ 91), sie müssen also so lange sie convergiren überhaupt übereinstimmen, und es

muss a = 1, P-i = 0, Pi = 0, . ., Pn = 0, . . sein. Da also

^lg(H-2) _ ^z-U^+iz^-iz''+ .-. + ..

ist, so ist (§ 79) für reelle Werthe von z wegen der Realität der Reihe der Hauptwerth

lg (J +z) = z—iz'^+iz^—iz^+iz^— . + . .,

und für complexe Werthe von z kann sich die Reihe, so lange absz< 1 ist, von lg(l+z) nur um ein

Multiplum von 2m unterscheiden. Ist aber für irgend einen Werth von z im Innern des Convergenz-

kreises Ig(l-hz) der Reihe gleich, so kann man z um eine dem absoluten Betrage nach kleine aber

bestimmte Zahl A vermehren, so dass, die Hauptwerthe genommen, lg(l-{-z+Ä)—lg(l+z) klein ist, und

ebenso die Differenz der entsprechenden Reihen klein ist. Es muss daher der Hauptwerth lg(l+z+Ä)

durch die Reihe dargestellt werden, weil nur dieser sich vom Hauptwerthe lg(l+z) wenig unterscheidet,

während die übrigen um mindestens 2iM davon verschieden sind, und weil die Reihe im Convergenz-

kreise stetig ist. Somit müssen der Hauptwerth von lg(l+z) und die Reihe im Innern des Conver-

genzkreises überall übereinstimmen. Die Reihen

lg(l—Z) = — (z+ -iz2+ iz3-|--Jz4+ . .),

ilg(l+z)-ilg(l-z) =ilg^ = z-\-iz^+iz^+ . . +^^z'''+^+ . .

sind unmittelbare Folgen der Entwickelung von Ig(l-f-z).
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§ 94. Die Fortsetzung der logarithmisclien Keihe. Ist Igz irgend ein Zweig dieser

Function, etwa der nte Zweig, so liönnen wir, wenn zq von Null verschieden ist, in der Gleichung

lt'Z = lgZ0+lgfl +^
dem Terme lg z^ einen solchen Werth beilegen, dass in dieser Gleichung für lg ( 1 + -——

)
der Haupt-

werth zu nehmen ist. Der Convergenzkreis der Entwickelung

1

+

^~^A = ^~^^ — i ffizfiY + .-
/^—^0 Y _ j. /^zif»Y

+

hat abszo zum Kadius, und geht durch den Punct 0, da Z(, sein Mittelpunct ist. Schneidet dieser Con-

vergenzkreis, der mit X bezeichnet werden soll, die Linie l (die negativ reelle Achse) nicht, so ist

die Reihe
II = ac

Igz = lgz„+ ^ {—iy-Hz—z,)":?iz,
n= !

eine Entwickelung des wteu Zweiges von lg z, der (n = 0) auch der Hauptzweig sein kann, und es

hat dieser Zweig in dem ganzen Convergenzkreise den Charakter einer ganzen Function. Da näm-
lich in einem Kreise, welcher l nicht schneidet, der ?ite Zweig von Igz stetig ist, so stimmt die ge-

gebene Entwickelung mit ihm im ganzen Kreise überein, wenn sie in einem Puncte mit ihm überein-

stimmt. Schneidet aber £ die Linie /, so zerlegt diese Linie den Kreis K in zwei Theile, von denen

der eine Theil H den Punct zo enthält, der andere ä' ihn nicht enthält. Liegt z im Theile E, und wird

fürlgzo der Werth des wten Zweiges genommen, so ist lgzo-t-^(— l)""~^(z

—

zo)'':?jz^ der Werth des raten

Zweiges von lg z. Dies findet nämlich für Werthe von z die sehr wenig von Z(, verschieden sind offen-

bar statt, oder auch für Werthe von z die auf dem Radiusvector von zq und dessen Verlängerung

liegen, weil dort z—zo:zo reell ist. Mithin stimmt lg z mit der Reihe lgzo-|--S'(—l)"~^(z

—

z^Yinz'^ inB
völlig überein. Im Theile H' aber liefert die Reihenentwickelung den w-j-lten Zweig von Igz oder den

n— Iten, je nachdem H' auf dem untern (positiven) Ufer von / liegt oder auf dem obern (negativen),

denn die Reihe setzt die Function über / hinweg stetig fort. Es lassen sich demnach Theile zweier

benachbarten Zweige der Function Igz so zusammensetzen, dass sie eine Function liefern, die den

Charakter einer ganzen Function hat. Stellt man die Verzweigung der Function Igz durch die Rie-

mann'sche Fläche dar, so wird der Kreis üT überhaupt nicht zerschnitten, denn die Linie l hat dort

nur noch die Bedeutung einer Zählmarke, die abgesehen von ihrem Grenzpuncte beliebig verschoben

werden kann, deshalb ist man berechtigt zu sagen, dass Igz in jedem von verschiedenen Puncte dieser

Fläche den Charakter einer ganzen Function besitze.

Eine Entwickelung von Igz nach Potenzen von z kann nicht vorhanden sein, weil Igz für

z ^= unendlich gross ist, und also nicht durch eine Function dargestellt werden kann, die in der Um-
gebung des Punctes Null den Charakter einer ganzen Function hat. Obschon aber, wie wir sogleich

beweisen werden, z Igz sich mit abnehmendem z der Null nähert, so kann doch auch diese Function

im Puncte Null nicht entwickelbar sein. Wäre sie es, so müsste die Entwickelung mit einer von der

Oten verschiedenen ganzen Potenz von z beginnen, weil nur eine solche für abnehmende z beliebig

kleine Werthe erhalten kann. Dividirte man diese Reihe durch z, so erhielt man eine Entwickelung

von lg z nach ganzen Potenzen von z, was nicht möglich ist. Man erkennt die Unmöglichkeit aber leicht

auch direkt. Die Function zlgz wächst nämlich, wenn z den Punct positiv umkreist um 2zijc, eine

Potenzreihe aber, wenn für z eine stetige Folge von Werthen gesetzt wird, welche längs einer den

Punct einschliessenden geschlossenen Curve liegen, nimmt den ursprünglichen Werth wieder an, weil

sie eindeutig ist.

Nun beweisen wir noch den Satz, dass für dem absoluten Betrage nach abnehmende z das

Produkt z.lgz gegen Null convergirt. — Der reelle Theil von — Igz nimmt mit abnehmendem abso-
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lutcn Betrage von z fortwährend zu, so dass —lg'(>> —lg(>'> — Igp", wenn ()<?'<?" ist, und

^, q', q" a))solutc Zahlen sind. Nun ist

-lgi = -Igfl-i') = l + -V + ,i- + ~\,+ . . <1,"=2
^V 2/ 2^2.4^3.8^4.16

und also —
( y) '^'^W) = ~^^SY<^r l'ernev wird

2» (1+ 1)« i+M+M.i(n—1)+ . . 71—1+P'

wo /' eine positive Zahl ist, mit wachsendem n beliebig klein. Also wird auch lii\g — \:-2"-^ oder

-- 1\ ^ ^
/?.+ llg^j:2" mit wachsendem « beliebig klein. Liegt nun die reelle Zahl q zwischen 1:2" und

1 11
1 :

2"+i, so ist — p lg ^ <— Q lg Kj+i < — ni^S Tfn^i ; Und dieser Ausdruck wird mit zunehmendem 7i beliebig

klein, w. z. b. w. — Man hätte zu demselben Resultat auch durch die Substitution lg z ^ 1 : g ge-

langen können.

§ 95. Herstellung des Logarithmus aus einem Functionselemente. Wäre eine

Function Igz durch ein Functionselement, durch die Potenzreihe

igz = (z—i)-i{z-iy+H2—iy—Kz—i)i+ .
— .

.

gegeben, so würde die Function, die vorerst mit /(z) bezeichnet werde, zunächst nur für jeden Werth

von z im Innern des Convergenzkreises gegeben sein, sie würde jedoch durch stetige Fortsetzung nach

der Methode des § 65 für jeden Werth von z erhalten werden können. Dabei können aber mehrere

Fortsetzungen hervortreten. Eine durch ein Element (eine in einem beschränkten Gebiete convergente Po-

tenzreihe) gegebene Function lässt sich zwar in gewissem Sinne nur auf eine Weise als Function der

complexen Veränderlichen z stetig fortsetzen, allein trotzdem kann die Function für denselben Werth

von z verschiedene Werthe annehmen, die alle durch stetige Fortsetzung erhalten werden, wofür der

Logarithmus ein einfaches und instruktives Beispiel ist. Zunächst ist /'(z) in einem Kreise gegeben,

dessen Mittelpunct Eins,. und dessen Radius Eins ist. Es liege zi in diesem Kreise, so ist (§ 61)

/(z)=/(zo+/-'(zo(~—zo+n^i)-^^=|^+ • • +M^d^^^p^+-
Da aber (§ 61 und § 92)

/•'(z) = l— (z—l)+iz—iy—iz—iy+{z—lY— . + . . = l:z,

r(z) =-l+2(z-l)-3(z-l)2+4(z—1)3- . + . . =_i:22

/nz) = 2(l-i(z-l)+i^|(z-l)'— |^(z-l)3-f . .) = 2:z3.

/•W(2) = (_!)«-!. (,j_i)!.(i+(-,,)^2_l+(_4,(2_l)-2+(_,,)^(^_l)3+ . .) = (_i)«-i („_!)! :
,-.

ist, so ergiebt sich

,(.)=,(,)+^_^a_,(i=.)^,(?=^.)'_,(£=.)%.„

welche Reihe in einem Kreise E^ convergirt, dessen Mittelpunct zi und dessen Radius ahszi ist.

Soweit dieser Kreis mit K zusammenfällt, soweit stimmt diese Entwickelung mit /(z) identisch über-

ein (§ 64), soweit K^ aus E heraustritt, ist die Reihe die Fortsetzung von /(z) und wird weiter mit

f{z) bezeichnet. Das Gebiet der Kenntniss der Function /"(z) ist erweitert. Ist z-i ein Punet in Ä\,

so hat man wieder

. /W = A^^)+'lf-<^^ <"?)'- • + • '
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wie man sofort erkennt, wenn man f'-''\z^ aus der in K^ giltigen Reilie bildet, und es convergirt diese

Reihe in einem Kreise K^ mit dem Mittelpuncte z^ und dem Radius abszi. So wählen wir weiter in

Ä'2 einen Punct z,,, dann einen Punct z„ und bilden die Entwickelung; zum Punete z„ gehöre der Cou-

vergenzkreis Ji"„, sein Radius ist absz„. Dadurch erhalten wir eine Schaar von Kreisen, Ä'i, K^, .,

k'n, . ., die alle durch den Nullpunct gehen, und die Convergenzkreise von Potenzreihen sind, welche alle

als Fortsetzungen von /(z) aus K heraus gelten wollen. Offenbar braucht der Mittelpunct jedes fol-

genden nicht gerade im voi-hergehenden zu liegen, sondern kann im Innern irgend eines der vorher-

gehenden, oder in A' angenommen werden. Man kann die Mittelpuncte so wählen, dass durch die

Schaar die ganze Ebene bedeckt wird, und dass jeder Punct z (ausser z = 0) im Innern eines Con-

vergenzkreises liegt, oder dass er selbst Mittelpunct eines solchen ist. Es fragt sich aber, da die ver-

schiedenen Kreise sich vielfach bedecken und schneiden, ob die verschiedenen Fortsetzungen, die mau
so erhält, in einem Punete z für /"(z) denselben Werth liefern oder nicht. Um dies zu entscheiden,

benutzen wir einen im § 65 bewiesenen Satz. Ist f{z) in einem Ebenenstücke T vom Charakter einer

ganzen Function, also überall in T eindeutig bestimmt, und wird dies Gebiet dadurch vergrössert, dass

in zwei Puncten z^, z^ in T Potenzentwickelungen von /(z) gegeben werden, die auch noch in Stücken

ausserhalb 7 convergiren, und haben die Convergenzkreise R\, Ii\ dieser Entwickelungen ein Gebiet

gemein, welches theils innerhalb theils ausserhalb T liegt, so stimmen diese Entwickelungen, sowie

selbstverständlich innerhalb T, so auch ausserhalb T in dem Gebiete gemeinsame)- Convergenz tiberein.

Haben aber die beiden Kreise M'ohl ausserhalb, aber nicht innerhalb T ein Stück gemein, so brauchen

die Fortsetzungen die durch diese Entwickelungen gegeben sind in dem gemeinsamen Stücke von A',

und K-j nicht tibereinzustimmen. Die zu K^, K^, . ., K^, . . gehörenden Entwickelungen sollen bez. mit

fi{^\ fi{^\ • > //xW; • • bezeichnet werden, /(z) sei die Reihe z— 1

—

i{z—l)--\ . .. Die beiden

Kreise E„ und F„' mögen sich

sclmeiden. Haben sie ein Stück

V, welches in der Figur schattirt

ist, miteinander gemein, und liegt

dies Stück U zum Theil in A',

so stimmen fJz) und f^z) über-

all in U völlig überein. Sind K^
und Ä'j, zwei Kreise die sich

schneiden, und liegt kein Theil

von V (abgesehen vom Punete U,

der aber nicht im Innern, sondern

auf dem Rande von V und von AT

liegt) in A', so können in diesem

Gebiete V f^jiz) und /^(z) sehr

wohl verschiedene Werthe be-

sitzen. Ziehen wir vom Punete

1 nach z„ eine Curve c, bei der

Null immer zur Linken und in

endlicher Entfernung bleibt, und

eine Curve & von 1 nach z^, bei

der Null ebenso zur Rechten

bleibt, so können wir auf c Punete zj, Zj

punete von Convergenzkreisen A'i, A2, . ., A^_i, ..^

hergehenden Kreises liegt. Die Entwickelungen /i(z), f^{z), . ., /j^_i(z,) f^{z) sind die stetigen Fortsetzungen

von einander und von /(z), und so ist f^Jz) die stetige Fortsetzung von /'(z) um Null positiv herum.

Ebenso kann f^{z) als die stetige Fortsetzung von f{z) um Null negativ herum angesehen werden.

Unser Beispiel, in welchem die Reihe der Function Igz gleich ist, lehrt, dass /'^z) und /;,(z), da wo

z^_i, z^ so nahe aneinander wählen, dass sie Mittel-

K„ werden, deren folgender immer im Innern des vor-
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beide Entwiekelungen gelten, (und es kann auch z^ auf z„ fallen, so dass K^^ und k\, ganz zusammen-
fallen) um Im verschiedene Wei-the haben.

Ist Igz im Kreise K durch die Reihe gegeben, und setze ich lg 2 durch Reihen in den
Puncten zi, z^, . ., 2„, . . fort, so dass jeder folgende im Convergenzkreise des vorhergehenden liegt,

so ist jede Fortsetzung z.B. im Kreise K„ eine völlig bestimmte, und insofern lässt sich Igz nur auf

eine Weise stetig fortsetzen. Gelangt man aber in einer solchen Folge von Puncten z^, z-i, . . 2„, . .

um Null herum in einen früheren Punct zurück, so kann diese Fortsetzung sehr wohl andere Werthe

als die frühere liefern. Die Function kann also, bei verschiedenen Arten der Fortsetzung in jedem
Puncte möglicher Weise verschiedene Werthe erlangen, und zwar wächst der Logarithmus jedesmal,

wenn er um Null positiv herum fortgesetzt wird, um 2ot.

§ 96. Allgemeinere Betrachtungen über die Fortsetzung einer Function. Gelingt

es eine Function cp{z), die in einem Ehenenstücke T eindeutig gegeben ist, und dort überall den Cha-

rakter einer ganzen Function hat, durch Potenzreiben aus T heraus fortzusetzen, so kann es sich er-

eignen, dass die Convergenzkreise einer Fortsetzung, und deren weiteren Fortsetzungen alle durch
einen Punct gehen, der aber niemals ins Innere eines Convergenzkreises fällt. Ein solcher Punct ist

ein singulärer Punct; die Entwiekelungen werden so zu sagen durch ihn gehemmt. Erhält man nun

durch weitere und weitere Fortsetzungen eine Schaar von Kreisen, deren letzter wieder Stücke mit T
gemein hat oder ganz hineinfällt, deren aufeinanderfolgende Mittelpuncte sich durch eine jenen Punct,

der P heissen mag, umlaufendes Polygon verbinden lassen, so sagt man, man habe f(z) um P herum

fortgesetzt, und es kann die letzte Entwickelung Werthe liefern, die von /(z) verschieden sind. Findet

dies wirklich statt, so bildet diese Fortsetzung einen neuen Zweig der Function, der bei nochmaliger

Fortsetzung um P herum wieder in einen neuen Zweig übergehen kann, wie dies beim Logarithmus

im Puncte Null immer und immer wieder geschieht. Der singuläi-e Punct heisst, wenn um ihn herum

zwei oder mehrere Zweige sich ineinander fortsetzen, ein Verzweigungspunct der Function <p(z).

Lässt man jedem Zweige verschiedene Ebenenstücke entsprechen, indem man den Kreis, der zuerst

wieder Theile mit 7 gemein hat, wenn er neue Werthe zu f{z) liefert, in ein neues Blatt fortsetzt, so

erhält man eine Riemann'sche Fläche. Da sich diese um den Punct P herumwindet, so wird er auch

ein Windungspunct der Fläche genannt. Bei dieser Art der Darstellung ist das schattirte Stück V
der Figur auf voriger Seite ein Gebiet, welches die z- Ebene doppelt bedeckt.

Stimmen (p(z) und ipi^z) in R' überein, so verschwindet (p{x)— ip(x) in R, und auch jede Fort-

setzung dieser Function ist Null. Also lässt sich (p (z) nur auf eine Weise als Function der complexen

Veränderliehen z foi'tsetzen, gleichviel ob sie eine eindeutige Function ist, oder ob sie mehrere (auch un-

endlich viele) Zweige besitzt. Dass sie sich jedesmal fortsetzen lasse aus einem Gebiete T heraus,

ist nicht gesagt, man kennt Beispiele vom Gegentheil.

Ob eine Function bei Fortsetzung um einen singulären Punct herum in einen neuen Zweig über-

gehe oder nicht, ist nicht jedesmal so leicht zu entscheiden, wie beim Logarithmus, bei dem man aus

der Reihe leicht die Functionalgleichung herleitet. Man gelangt zur Kenntniss dieser Eigenschaft in

der Regel dadurch, dass man für mehrere Puncte z, welche den verschiedenen Fortsetzungen zugleich

angehören, aus den Reihen die numerischen Werthe ausrechnet. Indessen könnte der Zufall wollen,

dass die Zweige gerade in diesen einzelnen Puncten in ihrem Werthe übereinstimmen, obgleich sie im

Allgemeinen verschieden sind. Dann muss man die Anzahl der zu berechnenden Werthe vermehren.

§ 97. Der cosinus und der sinus eines Multiplums von ß- lässt sich durch cosß- bez.

Stuß- ausdrücken. Zu diesen Darstellungen gelangt man mittels der logarithmischen Reihe. So lange

abs z < 1 ist, gelten die Entwiekelungen

— lg{l—e''^' z)—\s{].—e—''^'z) = '2zcos»+z^cos2»+--z^cos-id-+ . . + —z" cos7i{i--\- . .

= —lg(l—z{2cof:d—z)) = z(2cos{)—z)+izX2cos-e—zy^+^.z^{2cos»—zyi+ . ..
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Vergleicht man, nachdem die letzte Reihe mittels des binomischen Satzes geordnet ist, was mit 2"

beiderseits multiplicirt ist, so findet man

2 cosnd- {Icosd-y n—\ (2 cosd-y-'' n^ n-^ (2 cosd-y-^ n—Z n—i n—b {Icosd-y-^—
n
—'^

n r~ M—

1

1 2 w—

2

1 2 3 n—2, '^' "'

und wenn n ungerade ist, auf welchen Fall wir uns beschränken, so erhalten wir durch Umordnung

,, ,-, n+1 n n—\., „^„ ,
(w+3) (w+l) w (w—1) (m—3), .,,

(_l)*(«-l) cosnd- = ncosd-—^ y -3- (co**)3 + ^-^^ 2" T 4" --5" (c»^^)'— • + • v

und hieraus wenn wir \3i—* für * setzen

Diese Gleichung ist erwiesen für ganze ungerade n. Allein wir werden später zeigen, dass sie für

jedes beliebige complexe n gilt, so lange * zwischen —\m und \ji liegt. Dabei wird der hier gegebene

Specialfall mit Nutzen angewandt werden.

§ 98. Convergenz einiger Potenzreihen auf dem Convergenzkreise. Sind a^, «i, a^,

..,««,.. von einem bestimmten n ab niemals zunehmende positiv reelle Zahlen, und ist lima„ = für

wachsende re, so sind die Reihen

S = ^a^+aiC0s9-\-aiCos2d--{- . . +a„cosnd-+ . .

T = ßi sind-+a2sm29'+ . . +anSinnd-+ . .

convergente (wenn auch nicht absolut convergente) Reihen. Die Summe der ersten Terme dieser

Reihen bis a„ cosnd- bez. On sinnd- einschliesslich sei S„ bez. Tn. Dann ist

^SnSin^d- = a(^sin\d-+ax^isinW—sin^.d)-\- . . +an{sm^— d-— sin~^--9')

2jj \ 2w+l= {af^—a])sin\d-+ {ai—a2)sin^d-\- . . + (««-i—«>, ) sin —^-d'+a„sin
^

»

2fi 1 2ra+l
2TnSini& = ai{cos^—cosi-9-)+ai(cos^d—cosi&')+ . . +a„{cos—^—^— co* -^ --ö-)

= üi cosi-d'— («1

—

(h) cosid'— (02—«3) cosiß-

'

— . . — (a,i_i— a„) cos —^— d-— a„ cos —^—*
Lässt man hierin n wachsen, so convergirt a„ gegen und da

(«0—«i)+(ai—«2)+ • • +(««-1—«»-2)+ • •

nach § 13 eine absolut convergente Reihe ist, so streben 5„, T„ mit wachsendem n einem bestimm-

ten Grenzwerthe zu, so lange d- von 0, 2m, —27c, 4jr, —4:it etc. verschieden ist. Die Reihen S und T
sind also jedenfalls convergent, so lange &• nicht oder ein Multiplum von 2jc ist. Im letzten Falle

reducirt sich T auf Null, T ist also überall convergent. S aber kann divergent sein.

Schreibt man d'+jt statt ^, so findet man, dass auch die Reihen

iüQ—«1 cö«^+ä;2 cos2^^-a3 CO.? 3^+04 Cös4^— . + • •

üisind-— a2sin2d--]-a3SinZd-— aiSin4&-+ . — . .

unter denselben Voraussetzungen über die reellen Zahlen a wie vorhin convergiren. Die Möglichkeit der

Divergenz tritt dann für die erste Reihe ein, wenn d- ein ungerades Multiplum von +jt ist.

Sind «0) «1) • •) %; • • complexe Zahlen, so convergiren die Reihen S und T, wenn die reellen

und imaginären Theile für sich die obigen Bedingungen erfüllen. Uebrigens sind diese Bedingungen

wohl ausreichende aber nicht nothwendige.

§ 99. Die logarithmische Reihe auf dem Convergenzkreise. Nach dem vorigen Para-

graphen ist die logarithmische Reihe auf dem Convergenzkreise, d.h. für z ^ cos d-+i sind- convergent,

ausgenommen im Puncte z = — 1, wo d- = ±jr ist. Setzen wir z = q {cosd-+i sind-), so ist

Thomae, Elementare Theorie der analytischen Functionen. 10
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lg(l+() cos»+ iQsin») = ilg(l+2p cos^+Q-^) + lgY-^=i±£i^fi= + i^^l!tL=^
\l/l+2p CO* ^+ ()2 l/l+2()COJ*+ ()2/

= QCOS&-— ig"^ cos2^+iQ^ cosZ^—iQ^cosA-9-+ . — . .

+ i{Qsind-— ^q"^ sin^^+^Q^ sindß-—iQ*sini{h+ . — . .).

Für Q = i genügen der reelle und imaginäre Theil dieser Reihe den Bedingungen des vorigen Para-

graphen, woraus die Convergenz folgt. Ausserdem sind die Logarithmen, den Hauptwerth vorausge-

setzt, den die Reihe darstellt, & = ^jr ausgenommen, stetige Functionen von q, es müssen deshalb

nach dem Abel-Dirichlet'schen Satze (§ 69) linke und rechte Seite unserer Gleichung auch noch auf

dem Convergenzkreise übereinstimmen. Dort ist aber

Igil+ cos^+ isiti») = lg2 cosi9-{cosW + ishiid-) = lg{2 cos i9-)+ii&-,

woraus für —jt < -ö- < jr folgt

lg 2 CO,? 4^ = cosd-—ico5 2i9-+^co*3*

—

i cosi9-+i cosb-d-— .-}-..

i-9- = si7i-d-— h sm2&--\-'s sind-9^—i sini&-+i sinbd-— . + . ..

Diese letztere Reihe convergirt auch noch für & = -^m und ist dort = 0, während sie für tc— Ü und

für —jr-f bez. die Werthe ijr und —ijc hat. Für Werthe von ^ die ausser deu Grenzen —jc, -fjr

liegen, gelten die Gleichungen, namentlich die zweite, nicht. Dass diese Reihe an der Stelle ±jr das

Phänomen der unendlich verzögerten Convergenz zeigen muss, ist leicht nachzuweisen. Wir betrachten

jedoch nachher einen noch einfacheren Fall, bei welchem das Princip der Untersuchung dasselbe ist

wie hier.

Einen etwas allgemeineren Satz schliessen wir hier an. Ist die Potenzreihe

auf dem Convergenzkreise mit dem Radius R convergent, wovon auch einzelne Puncte ausgenommen

sein können, und wird durch die Reihe eine Function f{z) dargestellt, die sich stetig einem bestimmten

Werthe nähert, wenn in f{Q{cos {)-+i sin {))) = f{Qe^') sich q dem Werthe B stetig nähert, so stimmen

die Werthe äevEeihe 2AnR''(cosnß-+isi7i-&-) und der lim /(()e*^), lim() = i? überein. Ist /"(z) in der

Umgebung des Punctes Re^'iu und aufdem Convergenzkreise stetig, sokann für \imf{Qe^^) auch einfach f{Re^^)

gesetzt werden. Dieser Satz bedarf nach den vorfaugegangeneu Untersuchungen (§69) keines Beweises mehr.

§ 100. Umordnung der logarithmischen Reihe. Die Gleichung

lg(l+z) = Z-fA.23_^22 + 1^5+1^7__^^4 + |^9 + _L^ll_^^C+
. + ._..

ist eine identische (§ 18), so lange ahszKl ist. Anders verhält es sich auf dem Convergenzkreise.

Wir beschränken die Untersuchung auf den Fall z = 1. Die Gleichung

besteht nicht blos für äbsz < 1, sondern nach § 69 auch für z = 1 und liefert die Gleichung

3
2"^5"^7 4"^9'''ll 6

111111 11
[lg2 = i-F^-^ + ^-f^--r + ä + TT-7r+ + -.+

während 1111111
ist. Nehmen wir daher für x positive reelle Werthe zwischen und 1 einschliesslich, so ist die

Function

rix) = x+jJC^-jX^ + ^x^ + jX^-jX^ + ^x^ + ^x^^-lx^+.+ .-.+..
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eine unstetige Function. Denn es ist, wie klein auch s sei, /(!—£) = lg(2—e), also /(l—0) = lg2

und /(l) = flg2, also um ilg2 grösser. Auch diese Reihe muss bei Annäherung von x an Eins das

Phänomen der unendlich verzögerten Convergenz bieten. Denn ist N eine beliebig grosse Zahl, so kann

man offenbar £ so klein machen, dass die Summe der ersten iV Glieder der Reihe /(l—e) sich von tlg2

beliebig wenig unterscheidet. Da aber der Werth der Reihe nahe lg 2 ist, so müssen die Glieder, die

nach dem Men kommen noch einen Einfluss auf die Summe ausüben, der beinahe ilg 2 ist. Man kann

demnach keine Zahl iV so gross angegeben, dass für jeden Werth von x zwischen und 1 sich der

Werth der ersten iVGlieder der Reilie von f{x) um weniger als eine kleine Zahl ö (die nur < ilg 2

zu sein braucht) unterscheide.

§ 101. Die Mascheronische Constante. Die Summe der ersten ?tGlieder der Reihe

2z" : n wäck^ber alle Grenzen, wenn für z Eins gesetzt wird. Es kann aber bemerkt werden, dass

diese Summe endlich bleibt, wenn lgra+1 von ihr abgezogen wird. Es sei

i)/„=l+i + t+ .. +1— l8-(«+l),

so kann dafür geschrieben werden

2 1,31,4 1 , 1+.M ,
,

, re , 1 , ?2+i

Nun ist aber

wenn ,m eine beliebige ganze Zahl und g^ ein von dieser abhängiger echter Bruch ist. Die Reihe

12 "T- 22 "T 32 "f 42 "f
• •

ist (§ 24) absolut convergent. Mithin nähert sich lim y¥„ = M einer bestimmten Zahl, welche zuerst

von Mascheroni auf eine grössere Zahl von Stellen berechnet ist. In Gauss Werken III pag. 154

ist ihf Werth
vif =0,57721 56649 01532 86060 65120 90082 40243 10421

angegeben. Sie spielt bei mehreren analytischen Functionen eine Rolle, wofür sich auch hier ein Bei-

spiel ergeben wird.

§ 102. Die künstlichen Logarithmen. Die Functionalgleichung f{z)+f{z') ^ f{z.z') de-

finirt eine Function bis auf einen willkürliehen Factor als a lg z. Dieser Factor a kann für praktische

Zwecke so eingerichtet werden, dass f[z) für 2 = zo einen bestimmten Werth etwa 1 annimmt. Ist

f{z^"^ = 1, so sagt man /(z) sei der Logarithmus von z für die Basis z^. Es ist also

lg z (Basis Zo) ==lgz:IgZo,

und 1 : lg Zo heisst der Modul des Logarithmensystems, welches zu einer bestimmten Basis gehört. Für

das Rechnen ist es praktisch für zo die Zahl 10 zu wählen, so dass

lg z (Basis 10) = lg 2 :1g 10

ist. Die Logarithmen mit der Basis 10 werden daher beim Rechnen, der natürliche Logarithmus

in der Analysis meistens angewandt, was wegen der Bezeichnung zu beachten ist.

§ 103. Die allgemeine Exponentialfunction. Die Functionalgleichung der Exponential-

function, f(z).f{t) = f{z+t) bestimmt dieselbe bis auf eine willkürliche Constante. Es war /(z) =
e"^, wo a eonstant ist. Setzt man nun a ^ lg a, so hat man

Ist z eine ganze Zahl, so kann man dafElr (e's»)^ = a' schreiben. Diese Schreibweise

f{z) = a' für e^'s«

10*
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behält man für beliebige z bei, und nennt diese Function auch noch Expouentialfunction mit der Basis

a. Dabei ist zu beachten, dass diese Function wenn a gegeben ist, nicht völlig bestimmt ist, sondern

erst, wenn Iga gegeben ist. Wird nichts näheres über diesen Logarithmus angegeben, so pflegt man
für denselben den Hauptwerth anzunehmen.

Die allgemeine Potenz.

§ 104. Die Functionalgleichung der Potenz. Die Potenz erweiterten wir zur Expo-

nentialfunction, indem wir die Functionalgleichung a™ . a" ^ a'"+", die für ganze positive oder negative

Zahlen m, n bestand, für allgemeine Zahlen gelten Hessen. Eine andere der Verallgemeinerung fähige

Eigenschaft der Potenz ist aber die, dass

p.z™ = {t.zY

ist, für jede ganze positive oder negative Zahl m. Man kann nämlich nach der allgemeinen Function

fragen, welche der Functionalgleichung der Potenz Genüge leistet

f{t).f{z)^f{t.z).

Aus dieser Gleichung zieht man sogleich einige Folgerungen. Setzt man zuerst ^ = 1, so folgt f{z) /(l)

= /(z), /(l) = 1, setzt man weiter in den unmittelbar aus ihr folgenden Beziehungen

A^l)-A^2)./(^3)- • -fi^n) = f{z,.Z^.Z,. .Zn), f{^f{z) = /(l), /(j)= l:/(^),

zy ^ zi, ^ . . == Zn, so fliesst daraus

{f{,)Y = f{z% (/(z))-» = /(!) = /(z-»).

Aus der Gleichung
/(z)./-(0) =/(0)

folgt /(O) = 0, wenn die Gleichung einen Sinn hat, was nicht nothwendig der Fall ist. In der That

wird sich zeigen, dass unter den durch die obige Functionalgleichung definirten Functionen solche sind,

für welche f{z) mit abnehmendem z über alle Grenzen wächst, oder sich keinem bestimmten Werthe

nähert.

§ 105. Die Lösung der Functionalgleichung. Die Lösung der Functionalgleichung ist

leicht, weil sie sich auf die des Logarithmus sogleich zurückführen lässt. Setzen wir nämlich die un-

bekannte Function gleich f{z) und lg/"(z) = q){z), so ist

lg/-(z)+lg/(0 = \Efi.Z't), cp{z)+ 9{t) = fiz.t),

mithin ist (§ 91), wenn a eine willkürliche Constante bedeutet;

(p{z) = algz, f(z) = e^'s^

Ist a eine beliebige ganze positive oder negative Zahl, gleich ±k, so ist

Diese Schreibweise behält man für jedes a bei, und nennt diese Function die ate Potenz von z (z"

gelesen z hoch a oder z zur Potenz a), und es ist also diese Potenz durch die Gleichung

Z« = 6"^^"

definirt. Aus dieser Gleichung ergiebt sich sogleich

r^a\b ^ e&lg«" = gb Ig^e"^^ ') ^ gbalg z ^ goblgz ^ ^ab ^ ^^b-^a_

Hierbei ist jedoch zu beachten, dass wenn z und a gegeben sind, im Grunde z" im Allgemeinen und
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umsomehr (z")* nocli gar nicht einen völlig bestimmten Sinn haben, weil Igz und lg 2" vieldeutige

Functionen sind. So ist z. B. (z^}^ ein dreiwerthiger, (z^)^ = z ein einwerthiger Ausdruck. Dadurch

wird man genöthigt sich so auszudrücken. Einer der Werthe von (2")' kann einem der Werthe von

{z^Y gleich sein. Die Formel (z")'' = (2*)" ist dabei- im Allgemeinen zu vermeiden.

§ 106. Das allgemeine Binomialtheorem. Die Function /(2) = z" = e"'^^ hat in der

Umgebung jedes von verschiedenen Punctes den Charakter einer ganzen Function. Denn lg 2 ist in

eine Reihe ^(2

—

z^^Bn entwickelbar, die so lange convergirt als abs (2

—

Zq) =. abs zq ist. Mithin (§ 68)

convergirt die Entwickelung
n = oc

n ^ l »z =
2 {z—z,rB„

wenn sie nach Potenzen von 2

—

zq geordnet wird, ebenfalls so lange abs (2

—

Zq) < abs z^ ist, absolut.

Die einfachste Entwickelung des Logarithmus war die im Puncte Eins, die Entwickelung von lg(l+2) nach

Potenzen von 2, deshalb mag auch hier 1 +2 für 2 gesetzt, und die Entwickelung nach Potenzen von 2 zunächst

untersucht werden. Der allgemeine Fall ist daraus leicht abzuleiten. Wir sind also berechtigt zu schreiben

(1+2)« = Ao+Aiz+A^z^+ . . +<J„2"+ . .,

und wir wissen a priori dass die Eeihe jedenfalls convergirt, so lange abs z < 1 ist. Zu dieser Reihe

gelangen wir, wenn wir in

,.i.a+.) = l+ ^lg(l+^)+^^(]o.(i+^))-2+ . . +^^(ig(i+^)).+ . .

2 2^ 2*
2(1— -^ + -0— -4-+ • •) ^^^' ^S{^+^) einsetzen, woraus sogleich A^^l, Ai = a fliesst. Was die

übrigen Grössen A2, A^, . . betrifft, so sehen wir sogleich ein, dass An eine ganze Function von a vom

mten Grade ist. Da nämlich die Entwickelung von lg(l+2) mit z, die von (lg(l+2))" mit z" beginnt,

so liefert zum Coefficienten A^ die Entwickelung von a''(lg(l+z))" nur dann einen Beitrag, wenn n~[i
ist, und dieser Beitrag ist a" multiplicirt mit einem rein numerischen Factor. Mithin ist J^ = ö'^(a)

eine ganze Function von a vom fiten Grade. Eine solche Function ist aber durch jM+I Berthe die

sie für [i+l verschiedene a annimmt vollständig bestimmt. Ist nun a eine ganze Zahl m, so wissen

wir, dass
gm lg (1+.) =(glg(l+^))m = (!_!_2)m= l_(_^^2+;^222+ . . ^fn^zl^+ . . +2™

ist, wo m^ = m.{m— 1) . . (m—ii+l);(il, und m^ Null ist, wenn m <, [i ist. Daraus folgt, dass ^^(a)

Null ist, für ß = 0, a = 1, a ^ 2, . ., ß = [i— 1, aber gleich Eins, für a = (i, und somit muss (§ 51)

öfA"') — -V ~ 1 2 3 (i t^

-für jedes beliebige a sein. Auch diese Binomialcoefficienten «o, %, . ., a^, . . genügen der

Eigenschaft

Damit haben wir also die allgemeine binomische Entwickelung gewonnen

,, , ,
, ,

« a— 1 „ , a a—1 a—2 , ,
a a— 1 a—2 a—3 , ,

(1+2)»= l+«2+y.^-22 + y-^-3-23+-.-2--^—^-24+ . .,

oder
2« -= l+ai(2—l)+a2(2—l)2+a3(z—1)3+ . . +a„(z—1)"+ . .,

«re = a(a—1) . . {a—re+l):re!.

Soll 2" nach Potenzen von (z

—

zq) entwickelt werden, so schreibt man

(zo+z-Zo)'' = z«.(l+?=^)" = ,«^„„(^^-_EoJ

welche Reihe convergirt, so lange abs (z

—

zq) < abs zo ist. Es hat also abgesehen vom Puncte Null s"

überall den Charakter einer ganzen Function, und ist daher auch überall stetig und endlich.
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Bei diesen Entwickelungen haben wir für die Darstellung des Logarithmus den Hauptwevth

zu Grunde gelegt, deshalb wollen wir auch die Entwickelung von z'* nach Potenzen von z— 1, wie sie

hier steht, als den Hauptwerth dieser Function gelten lassen. Nur die zuletzt gegebene Entwickelung

kann, wegen der Vieldeutigkeit von z%, auch andere Zweigwerthe als den Hauptwerth darstellen, wo-

rüber wir erst später sprechen.

§ 107. Die singulare Stelle Null. Im Puncte Null hat 2", ausgenommen wenn a eine

ganze positive Zahl oder Null ist, niemals den Charakter einer ganzen Function. Wir können drei

Fälle für die Untersuchung dieses Punctes unterscheiden, indem wir einmal annehmen, der reelle

Theil von a sei positiv, sodann er sei negativ, endlich er sei Null. Im ersten Falle verchwindet z"

im Allgemeinen mit z. Es ist nämlich z = q (cos &--\-i sind-), a = a+ßi gesetzt

^a = ga(.9-i+]gQ) _ ^(^a&+ß\gQ-)i+cc\g^-ß» _ e"^SQ-ß& .(cos{aß-+ßlgQ)+i sin{ad-+ßlsQ)),

und da \gQ mit abnehmenden q, also auch mit (absolut genommen) abnehmenden z, negativ über alle

Grenzen wächst, so verschwindet, weil a positiv ist, e"lgp—/^*, vorausgesetzt, dass & endlich bleibt.

Wenn aber ß- bei abnehmendem z positiv oder negativ unendlich gross wird, wenn also der

Punct z sich dem Puncte Null spiralförmig, den Punct unendlich oft positiv oder negativ umkreisend,

nähert, so kann d-, wenn ß von Null verschieden ist, für jedes noch so kleine q so gross genommen

werden, dass ß-d- die Grösse «lg? um beliebig viel übertriift, und es kann dann e«'g?—/5* jedweden

Werth annehmen, selbst über alle Grenzen wachsen. Ist aber |3 = 0, so verschwindet 2" bei positivem

a immer mit 2.

Ist zweitens a = — a+ßi, so ist

^

—

a+ßi __ Y 2"

—

ß^

und es wird demnach, weil der Nenner mit abnehmendem 2 namentlich dann, wenn bei dieser Ab-

nahme der Winkel von 2 endlich, vielleicht constant bleibt, verschwindet, dieser Ausdruck über alle

Grenzen gross. Es lassen sich aber, wenn ß von Null verschieden ist, spiralige Annäherungen

aussinnen, bei denen er jedweden Werth annimmt.

Ist drittens a rein imaginär, also gleich ßi, so ist zuerst 2" constant, wenn ß Null ist. —• Da

zßi = e«'/31g2 = Qiß^S9-ß» = e-ß» (cosißlgQ) +ism{ßlgQ))

ist, so bleibt der Ausdruck endlich, wenn d- endlieh bleibt, kann aber durch passende Bestimmung von

* jedweden Werth annehmen, und kann bei spiraliger Annäherung über alle Grenzen wachsen oder

Null werden.

Lässt man jedem Zweige (§ 88) von lg 2 einen Zweig von 2" entsprechen, so ist 2" mit ab-

nehmendem 2 allemal Null, Unendlich oder Endlich und unbestimmt, wenn der reelle Theil von a bez.

> 0, < 0, = ist, und wenn 2 beim Abnehmen immer in demselben Zweige verläuft.

p_

§ 108. Die Wurzeln. Ist a eine rationale Zahl gleich 2}'q, so hat dieFunction 2" also z«

nur eine endliche Anzahl von Zweigen, nämlich q Zweige, wenn p und q keinen Theiler gemein haben.

Denn führt man die Variabele 2 des Ausdruckes

um den Punct Null m-mal positiv herum, wodurch Igz um '2mm wächst, so gewinnt z« den Factor
'Ipmin

e 1 . Dieser Factor ist aber jedesmal derselbe, wenn m einen der Werthe m, m+q, m+2q, . .,

m—q, m—2q, . ., m—nq, . . annimmt, oder für alle ganze Zahlen m die einander nach dem Modul q
p_

congruent sind. Somit nimmt die Function 2« für einen gegebenen Werth von 2 nur q verschiedene

Werthe an, und wenn j) = m.p', q = m,.q' ist, wenn also p und q den gemeinsamen Theiler m haben,

so nimmt die Function nur 1/ == q:m Werthe an. Um die Function in eindeutige Zweige zu zerlegen,

verfahren wir ganz wie im § 89 beim Logarithmus. Wir ziehen in der 2 -Ebene eine Linie l von
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nach — oc längs der reellen Achse. In der so begrenzten Ebene ist jeder Zweig von Igz völlig be-

stimmt. Dadurch ist auch jeder Zvreig von z'i = e« ° völlig bestimmt, und er ist auf dem negativen

Ufer von l (dem obern) e 1 = icos -^ -\-i sin^~\-mi)\. so gross als auf dem positiven. Der Haupt-

zweig ist für positiv reelle Werthe von z positiv reell. Es ist nun aber nicht nötbig, wie beim Loga-

rithmus, unendlich viele Zweige zu bilden. Denn der ^te Zweig dieser Function stimmt genau mit

dem Oten Uberein, ebenso der 2^te, S^'te, . ., —^te, —2g'te, . .. Weist man jedem Zweige der Func-

tion z« ein besonderes Ebenenblatt an, und fügt sie wie im § 90 zu einer Kiemanu'scben Fläche zu-

sammen, so hat man für dieselbe nicht mehr unendlich viele Blätter nöthig, sondern nur ^Blätter.

Führen wir eine insofern veränderte Zählung ein, als wir, wie es hier üblich ist, den Hauptzweig den

ersten Zweig nennen, so hängt längs / das obere Ufer dieser Linie im ersten Blatte mit dem untern

im zweiten Blatte zusammen, u. s. w. Das obere Ufer von l im g'ten Blatte kann man nun durch die

übrigen Blätter hindurch fortgesetzt denken ins untere Ufer von / des ersten Blattes zurück. So ent-

steht ein geschlossenes Blättersystem, das sich um den Punct g-mal herumwindet, so dass bei

jedem Umgange um Null das //te Blatt ins ^w-l-lte, und das gte ins erste continuirlich sich fortsetzt.

Es ist gleichgiltig, ob man das 2te Blatt ans erste so ansetzt, dass es

über diesem liegt, oder so, dass es unter diesem liegt. Letztere Vor-

stellung ist die gebräuchlichere. Dies vorausgesetzt legen wir senkrecht

zur negativ reellen Achse einen Schnitt, so dass das Flächen- (oder ,

Ebenen-)System aufgeschnitten wird, dann versinnlicht nebenstehende Figur, ^

in der die Blätter mit ihrer Ordnungszahl versehen sind, diesen Aufschnitt
°

vom Puncte aus gesehen, wenn ^ = 4 und jj = 1 oder 3 ist. Nennt man die Rieraannsche Fläche

J, in der f{z) eine eindeutige Function ist, wie f{z) verzweigt, so ist z* wie z« verzweigt, wenn p
— 2

und § keinen gemeinsamen Theiler haben. Für z* schreibt man zuweilen auch i/z, gelesen gte Wurzel

aus z, namentlich wird die Lösung der Gleichung z« = a mit \/a bezeichnet. Auch schreibt man
i. i-

p l. p « , .

/z für z«, woraus dann auch noch die Gleichung fliesst |/z = /(z^). Man muss jedoch bei diesen

Ausdrücken wegen ihrer Vieldeutigkeit darauf achten, mit welchem Functionszweige man es zu thun

4 T
hat. So hat z. B. der Ausdruck \J[z-) vier, \Jz = ]/z nur zwei Werthe, und die in ihrer Bezeichnung

4 T 4

wenig glückliche Gleichung i/z^ = /z = \/z ist nicht immer richtig. Vielmehr muss es heissen \/z-

= \/dz ^' ^ii" werden Wurzelzeichen mit gebrochenen Wurzelexponenten überhaupt vermeiden. Ist aber

eine qte Wurzel aus einer pten Potenz zu ziehen (|/z^), so schreiben wir dafür auch nicht ohne Weiteres
p.

z«, weil der erste Ausdruck mehr Werthe als der zweite haben kann. Wohl aber ist dies zulässig,

wenn p und q theilerfremd sind.

Dass die Gleichung z« = a immer lösbar ist, und q Lösungen hat, nämlich

1 1 2ot 1 4ct 1 2(0

—

l)in

^a^e^''\ e^''"^^, e^'^'^T, . ., e^'^'^+—
T-

ist evident, denn die ^ten Potenzen dieser Ausdrücke geben eben a. Dass aber andere Lösungen nicht

vorhanden sind, folgt aus (§ 50), weil die gefundenen Lösungen von einander verschieden sind.

§ 109. Die Wurzeln der Einheit. Die Gleichung 2" = ! hat ?« verschiedene Lösungen

(Wurzeln), nämlich, wenn k eine ganze Zahl ist

2jt , . . 2jr 4jr , . . 4jr 2/tjr
,

. . 2kjc 2(n— 1):^
, . . 2(n—l)ji

1, cos ]-t sm— , cos \-t sm— , . ., cos \-tsin , . ., cos— —[-ism
,

n n n n n n n n
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von denen je zwei und zwei conjugirt sind bis auf eine oder wenn n gerade ist zwei unter ihnen

nämlich 1 und bez. 1 und —1. Die conjugirten Wurzeln sind

Ikjt
, . . 2kji 2(n—k)jc

, . 2(n—k)ji Ikoi . . 2kjc
cos \-t sm , cos^ \-i stn^= — = cos 1 sm .

n n 71 n n n

2/cjt
Das Produkt solcher conjugirten Wurzeln ist Eins ihre Summe 2 cos . Ist k relativ prim (theiler-

n
2k3t 2küi

fremd) zu n, so heisst cos H
«' sin eine Primitivwurzel. Setzen wir sie gleich «*, so sind die

' n n o ;

Potenzen
ß" ciS n^ n"^^
"k^ "i' "*' • •' "a

wieder die n verschiedeneu Wurzeln 1, cos \-isin—, . . in veränderter Reihenfolge. Es ist näm-

lich «"' = cos \-isin offenbar wieder eine Einheitswurzel, nimmt man von km ein pas-
" n n '

. ^\Jc77l I 7)ftl\3t

sendes Multiplum von n fort, wodurch die Einheitswurzel ungeändert bleibt, {cos — —

h

. . 2(km+pn)x 2kmjt
, . . 2kmn , ..„ , .,.,.„ , ,

ism-—— •^-'— = cos \-tsin , p ganz), so ist a™ auch genau wieder in diei^orm der oben

aufgestellten Einheitswurzeln zu bringen. Ist aber m^m' und sind ?n,m'<Cn, so ist auch af^af.
T^ • i .„ ™' ™_™- 2(m—mOÄJT , . . 2(m—m^)kjt „. , . , , -i.Denn es ist «f : af = «7*—" = cos — \- 1 sm— — von Ems verschieden, wenn k mit n

L K IC
Yi n

keinen Theiler gemein hat, weil m—in' von und jedem Multiplum von n verschieden ist. Es sind

demnach die Grössen

«?. «*, «^ • •, «r'

wte Einheitswurzeln und alle von einander verschieden, und daher wieder die sämmtlichen raten Einheits-

wurzeln. Da ferner, wenn auch k mit n einen Theiler hat,

<+<+<+ +«r' = («*-!) :(«*-!)

ist, so ist, wenn a^ nicht Eins ist, diese Summe gleich Null («^— 1 = 0). Für k = l ergiebt sich:

Die" Summe der verschiedenen raten Einheitswurzeln ist Null. Ist k nicht oder ein Multi-

plum von ra, aber sonst eine beliebige positive oder negative ganze Zahl, so folgt auch, dass die Summe
der Äten Potenzen der raten Einheitswurzeln Null ist. Ist k ein Multiplum von ra, so ist a'^ = 1 und

also die Summe ra.

Die (engere) Zahlentheorie widmet den Einheitswurzeln grössere Kapitel. Aber auch in der

Functionentheorie werden wir noch vielfach Gewinn von ihnen haben. Um hiervon sogleich ein

Beispiel zu haben, beweisen wir den schon früher (§ 85) ausgesprochenen Satz.

§ 109. In einer ganzen transcendenten Function f{z) kann man die Veränderliche

z so wachsen lassen, dass f{z) über alle Grenzen wächst, und zwar so, dass auch noch f{z) -.z"

für jedes noch so grosse n über alle Grenzen wächst. — Es sei

/(z) = fl!o+«i2^+«2Z^H- • • -l-a«z"-J-a«+iz"+*-|- . ..

Da die Reihe nach der Definition ganzer transcendenten Functionen für jeden Werth von z absolut

convergent ist, so können wir, wie gross die absolute Zahl R auch sein mag re so gross nehmen, dass

der Ausdruck
Ä» absank- R"^^ a&5a„+i-l-Ä''+2 absan+i+ . . = F„{R)

kleiner als jede noch so kleine vorgegebene Zahl wird. Dies findet umsomehr mit Fa{R):R'' statt. —
Angenommen nun abs f{z) sei für jeden Werth von z = R{cosd-+i sin-9-), wie gross auch R sein mag,

absolut genommen kleiner, höchstens gleich M, so ist, weil der absolute Betrag einer Summe kleiner

als die Summe der absoluten Beträge ist,
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wie gross auch w und R, und welche reelle Zahl g sein mag. Setzen wir nun s ^1n:n, nehmen v

sehr gross jedenfalls grösser als m an, so ist

M I
^?« jytriginii j>wJ2.md i~

• •
i ßt»g(ß—l>nf?[

Da nach der über n gemachten Annahme —in, —(?«— 1),
—{m—2), . . grösser als —7i sind, so ist

nach dem vorigen Paragraphen

Ist aber /< positiv, und kein Multiplum von 7i, so haben wir, wenn p eine ganze Zahl ist

V = »—

1

r = )(—

1

V = ?(—

1

so dass also
V =^ n—1 ,

1 %^ f{Re'

£1 e
J' = u

ist. Nehmen wir nun B so gross, dass die linke Seite gleich *ö', absolut genommen kleiner als io

wird, wo 6 beliebig klein vorgegeben ist, was immer möglich ist, wenn m von Null verschieden ist,

weil ja dieser Ausdruck < M: R^ dem absoluten Betrage nach ist, was auch n sein mag, so können
wir dann weiter n so gross nehmen, dass aucli

wird, weil dieser Ausdruck kleiner als der oben untersuchte Fm+n{R):R'" ist. So erhalten wir die

Gleichung am = i(ö'

—

ß"), also ist Um dem absoluten Betrage nach kleiner als jede noch so klein vor-

gegebene Zahl ö, also Null. Dies gilt für jedes von Null verschiedene m. Damit ist der Satz ge-

gewonnen. Ist eine ganze transcendente Function f{z) für jeden Werth z = Äe^* endlich, d. h. dem ab-

soluten Betrage nach kleiner als eine hestimmte Zahl M, so bricht ihre Entwickelung nach Potenzen von z

mit dem Anfangsgliede ab, die Function ist eine Constante. Es liegt nahe den Satz dahin auszudehnen.

Eine eindeutige Function, die in der ganzen z-Ebene den Charakter einer ganzen Function hat, ist

eine Constante, wenn sie für keinen Werth von z dem absoluten Betrage nach grösser als eine ge-

wisse bestimmte (übrigens beliebig grosse) Zahl M hinausgeht. Dieser Satz besteht auch wirklich, und
ist einer der wichtigsten Sätze der allgemeinen Functionentheorie. Um aber diesen Satz aus dem hier

bewiesenen abzuleiten, würde es nöthig sein nachzuweisen, dass eine eindeutige Function der com-
plexen Veränderlichen z, die in jedem Puncte der z- Ebene den Charakter einer ganzen Function hat

(d. h. durch eine Potenzreihe dargestellt werden kann, welche in einer, wenn auch kleinen Umgebung jedes

Punctes convergirtj eine ganze transcendente Function ist, d. h. durch eine Potenzreihe dargestellt

werden kann, welche überall couvergirt. Dieser Nachweis soll später geliefert werden.

Eine ganze transcendente Function

/(z) = flo-}-aiz-l-a22-+ • • +«n^"+ . .

muss also, wenn sie nicht constant ist, nothwendig Werthe annehmen, welche grösser als jeder vorge-

gegebene sind. Die Function f{z):z% wie gross auch n sein mag, zerfällt in zwei Theile (fi{z)-\-y){:),

Thora a e. Elementare Theorie der anaivü-icheii l'unctioneii. 11
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, . ß„_i a„_2
,
a„-3

, , öo

^^(z) = a„+a„^iz+a„+2z2+ . .
+ß„.,^zm+

. . .

Der letzte Theil ^>(z) ist wieder eiue ganze transcendente Function. Während der erste Theil g){z)

für Werthe von z die auf irgend eine Weise über alle Grenzen wachsen zu Null herabsinkt, muss im

zweiten Theile z dem absoluten Betrage nach so vergrössert werden können, dass er, und also auch

f{z) : z", über alle Grenzen wächst w. z. b. w.

§ liü. Die Verzweigung der allgemeinen Potenz. Ist a keine rationale, sondern eine

irrationale oder complexe Zahl, so hat die Function 2" = e^'s^ unendlich viele Zweige. Sie ist ganz

so wie der Logarithmus verzweigt, und daher in der im § 90 beschriebenen ßiemann'schen Fläche ein-

deutig, so dass jedem Puucte der Fläche ein Zweigwerth von j" und jedem Werth von z", wenn z ge-

geben ist, ein Punct der Fläche entspricht. Der Werth des nten Zweiges e«(lsz)+2o!ra7ri unterscheidet sich von

dem des mten Zweiges e«(lgz)+2öw?t« ((lg 2) Hauptzweig) durch den Factor e^a{n—m)m^ gjgj. jj-j^j. j^^jj^ wenn

a eiue reelle irrationale Zahl ist, der merkwürdige Umstand ein, dass für denselben aber beliebigen

Werth von z verschiedene Zweige so bestimmt werden können, dass diese Zweigwerthe sieh von ein-

ander um weniger als jede noch so kleine Zahl unterscheiden. Man kann dann nämlich die ganze

Zahl n—m = q so bestimmen, dass e^^'9 ^^ beliebig wenig von Eins verschieden ist. Hierzu ist nur

nöthig, dass aq nahe eine ganze Zahl ist. Wir nehmen die ganze Zahl JV so gross an, dass 1: N<,ß
ist. Dann zerlegen wir das Intervall von bis 1, in N gleiche Theile mit den Theilpuncten 0, 1 : iV,

1:N, d-.JV, .
. ,

(i\'— 1) : Ä', 1, ebenso das Intervall von 1 bis 2 mit den Theilpuncten (iV4-l) : JV, {N+2) : iV;

{^N— 1) : iV, 2, ebenso das Intervall von 2 bis 3 u. s. w. Dann nennen wir das Intervall von {fi— 1) : JV

bis (i : N ein ^wtes Intervall, ebenso das Intervall von !+((;«— 1) : N) bis l+{fc: JV), . . ferner das Intervall

zwischen m+((u—1) = ^0 ^^"^^ ?«+(/< :iV) ein ;«tes Intervall. Darauf bilden wir die Reihe von Zahlen

a, 2a, 'Sa, .., jTa, (i\"-fl)a,

so müssen von den i\'-l-lZahlen dieser Reihe wenigstens in ein gleichgezähltes Intervall, etwa in das

(ite zwei hineinfallen, weil es i\'+l Zahlen, und nur 7\' Intervalle sind. Auf einen Theilpunct selbst

kann keine Zahl fallen, weil a irrational ist. Nun seien die beiden Zahlen ?w und m' diejenigen, deren

Produkte mit a, also am, am', in ein fites Intervall fallen. So ist

am = m + -Vf
— f> «»* = '' + V— ^ '

wo n, 11' ganze Zahlen, t, t' kleiner als sind. Durch Subtraktion folgt

(»j

—

m')a = (tt

—

n')-\-i.'—e,

d. h. multiplicirt man a mit der ganzen Zahl q = m—m', so ist das Produkt um weniger als von

einer ganzen Zahl verschieden, weil abs (e'—t) < ist. Dabei ist beliebig klein.

Zu bemerken ist noch, dass die Werthe der verschiedenen Zweige von z", wenn a reell ist,

also auch wenn a rational ist, für dasselbe z denselben absoluten Betrag haben.

§ 111. üebergang von der Potenz zur Exponentialfunction. Ist w eine beliebige

complexe Zahl, und wächst der absolute Betrag von tv über alle Grenzen, was durch das Zeichen lim

angedeutet werden soll, so folgt aus der Identität

worin t dem absoluten Betrage nach kleiner als 1 ist,

für jedes beliebige z. Wäre die Potenz durch die binomische Reihe definirt, so ist der Nachweis dieser

Identität complicirter zu führen, soll aber erbracht werden. — So lange absz <abstv ist, hat man
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/ zV" _ TV.z m{rv—l) £^ ,
, «^ (tv—\) (w—,«+1) Z'";

,

y-'^w)
"~ +~w + 1.2 n<2 + •

• "^ 1 2 •• ;M rvl"
'

1-1 1-1 1-1 l-'"-i

Um mit möglichst einfaclieii Betraclitungen auszukommen, wollen wir vorerst annehmen es sei absz

< 1, dann ist in der letzten Eeihenentwichelung der Coefficient von z^^, wenn ahsrv> \ ist,

1 _

1 2 " "

/< ?2;f< jM W W TV
' ' TV

'

absolut genommen kleiner als Eins, die Eeihe convergirt stärker als die geometrische, und man kann

deshalb unabhängig von tv, also wie gross der absolute Betrag von tv auch sein mag, von

der Eeihe eine bestimmte Anzahl, 7V+ 1 Glieder abschneiden, so dass der Kest Rn absolut genommen

kleiner als die beliebig klein vorgegebene Zahl ö ist. Haben wir ein solches N gefunden, so genügt

auch jedes grössere N derselben Bedingung, und wir können daher N so gross annehmen, dass die

Differenz

z z- z^
e^—1— j— 2[— •• ~^,=^''>

absolut genommen kleiner als ö wird. Endlich aber können wir den absoluten Betrag von tv so gross

nehmen, dass
(tv TV 1 TV ,M+1 1 ,\

1= T„
,1 2 • •

,« ;j,.,« )
f'

so lange ,« = #+1 ist, dem absoluten Betrage nach kleiner als 6:N wird. Dann haben wir

^^wj =^+^+^72"- + "-^!"+ •• +-"^V! + ^^^

Da aber absTf^<6:N, absz<\ ist, so ist der Werth der N—Igliedrigen Summe I:r^^z^.n\= Ä,v ab-

solut genommen kleiner ö. Es lässt sich demnach der absolute Betrag von tv so gross annehmen, dass

z\"
1 + - —e' = RN+Sn—DN

rv j

absolut genommen kleiner als 3ö, kleiner als jede noch so kleine vorgegebene Zahl wird, mithin ist

lim(l +
^J
= .^

Weil aber für ein ganzes ^i

ist, so kann die Beschränkung absz <,\ fallen gelassen werden.

§ 112. Die ganze negative Potenz. Ist a eine ganze negative Zahl gleich —m, so ist 2" =
2-™ =1:2'" eine eindeutige Function die in der ganzen Ebene, ausgenommen im Puncte z = (oder

wenn man (z

—

z^-^ betrachtet, im Puncte z^, wo sie unendlich wird, also im Grunde keinen Werth hat.

Entwickelt man zr^ nach Potenzen von z—c so geht der Convergenzkreis allemal durch den Punct Null,

und dieser liegt niemals im Innern der Convergenz einer Potenzentwickelung, er ist für die Function 2—"•

ein singulärer Punct. Allein die Function verzweigt sich nicht um diesen Punct herum, und wie man auch

2 gegen Null abnehmen lässt, der absolute Betrag von 3-™ wächst immer über alle Grenzen, während
\^

z.B. e' für positiv abnehmende 2 über alle Grenzen wächst, für negative abnehmende ; gegen Null

11*
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convergirt. Eine solche Singularität einer Function f{z) in einem Puncte z', welche durch Multiplication,

mit einer ganzen Potenz gehoben werden kann, sodass f{z).{z—?')™ im Puncte z' den Charakter einer

ganzen Function hat*), wird nach Herrn Weierstrass eine ausserwesentliche Singularität

genannt.

§ 113. Abbildung durch reciproke Kauii-Vectores. Die negative erste Potenz, also der

Ausdruck 1 : {z—zq), wird vielfach zu Substitutionen verwendet, nameutiich dazu, das Verhalten einer

1 1

Function im Unendlichen zu studiren. Setzt man z. B. lg Z= lg— = — lg 2, Z= ~ , so erkennt man
z z

sogleich, dass IgZ im Unendlichen ein ganz ähnliches Verhalten zeigt, als im Puncte Null. Legt man

in der z-Ebene um den Punct einen sehr kleinen Kreis, auf welchen ahs 2 = cS ist, so ist in den ent-

sprechenden Puncten der Z-Ebene 0&5 Z^ -jr, also liegen sie auf einem sehr grossen Kreise. Es lohnt

sich, diese Abbildungsweise Z = l:z näher zu unteisuchen. Ist z ^ x+yi = q {cos &--\-i sind-), Z=
X+n = R{cos ß+i sinßi), so ist

Z = ^(cosd—isind-), X= -cos&= „"^
., , F = —~sm»= i—

, Ä = -, & = —d-.

Durchläuft nun z einen Kreis, dessen Mittelpunct der Nullpunct ist, so durchläuft Z einen Kreis, dessen

Mittelpunct der Nullpunct der Z-Ebene ist, und der den Radius l:absz hat. Hat z den Bogen gd-

zurückgelegt, so hat Z den Bogen RO = * zurückgelegt, läuft aber z um Null positiv herum, so
Q

läuft Z um Null negativ herum. Dem Einheitskreise entspricht der Einheitskreis, und dem Puncte 1

entspricht 1, dem Puncte — 1 entspricht — 1, die beiden Puncte entsprechen sich also selber, wenn man

üie Bilder aufeinander legt, so dass die Achsen sich decken. Jedem Puncte im Innern des Einheits-

kreises der z -Ebene entspricht ein Punct ausserhalb des Einheitskreises der Z-Ebene, und umgekehrt,

wovon nur die Puncte beid^- Ebenen eine Ausnahme machen, weil diese dem Unendlichen, so zu

sagen, entsprechen. Der Umstand nun, dass man durch die einfache Substitution Z ^ i : z, das

Wachsen von Z über alle Grenzen,- ersetzen kann durch das Abnehmen von z gegen Null (oder wenn

man Z^ 1 : (z

—

Zq) setzt, gegen zq), also gegen einen Punct, hat es bewirkt, dass man bei der Dar-

stellung complexer Zahlen durch Ebenen oder Riemann'sche Flächen von unendlich fernen Puncten

redet, so dass jede Ebene einen unendlich fernen Punct enthält, und also geschlossen ist. Man
denkt sich die Ebene als eine unendlich grosse Kugel, den Pol eines im Endlichen liegenden Punctes

als den unendlich fernen Punct auf ihr. Eine Riemann'sche Fläche bedeckt diese Kugel mehrere Male.

Es ist dies aber weiter nichts als eine Redeweise, welche die Terminologie beqeni macht, und welche

weiter nichts bedeutet, als dass die Untersuchung einer Function /"(z) für wachsende z durch die Sub-

stitution z = 1 : (Z—Zo) auf die Untersuchung gegen Z„ convergirender Z, also auf die Untersuchung

eines Punctes zurückgeführt werden kann. Aehnliche Gründe sind es ja, welche die Geometrie zu

der Redeweise bringt, die Ebene werde durch eine unendlich ferne Gerade begrenzt. Hier ist die

Ebene unbegrenzt, geschlossen. So ist es gestattet, statt „das Aeussere eines Kreises" zu sagen „das

Innere eines Kreises um dem Punct Unendlich". Die Begrenzung eines Gebietes durchläuft man posi-

tiv, wenn dabei das begrenzte Stück immer zur Linken bleibt, durchläuft daher ein Punct einen

Kreis um zq positiv, so durchläuft derselbe Punct diesen Kreis, wenn er als Kreis um den Punct Un-

endlich aufgefasst wird, negativ. Durchläuft z einen kleinen Kreis um den Punct Null positiv, so

durchläuft 1 : Z einen grossen Kreis um den Punct Unendlich ebenfalls positiv, und es wächst daher

\gZ= — lg 2, wenn Z den Punct Unendlich positiv umkreist, um — 2«jc, der unendlich ferne Punct ist

für die Function Igz ebenso ein unendlich vielfacher Verzweigungspunct als der Punct Null.

*) Wenn f(^z) bei Annäherung von z an z' über alle Grenzen wächst, so hat eigentlich /"(z) . (z—2')'" dort

keinen Sinn. Es ist jedoch allgemein Gebrauch, für z = :' in diesem Produkte den Werth zu setzen, welchem es sich

stetig nähert, wenn ein solcher Werth vorhanden ist.
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Um die Abbildung- durch reciproke Badii-Vectores noch weiter zu verfolgen, lassen wir z eine

vom Puncte ausgehende gerade Strecke durchlaufen. Auf ihr ist 0- coustaut, während q alle posi-

tiven Werthe annimmt. Z durchläuft daher auch einen geraden Strahl, R=\:q nimmt alle posi-

tiven Werthe an, und & ist = —^. Legt man die Bilder aufeinander, so halbirt die reelle Achse

den Winkel der sich entsprechenden Strahlen. Wenn man aber die Bilder aufeinander legt, nachdem

man die Z-Ebene um die reelle Achse um 180» gedreht, sie umgeklappt hat, so fallen die entsprechen-

den Strahlen aufeinander. Diese letztere Lage der beiden Bilder ist diejenige, welche eigentlich die

Abbildung durch reciproke Radii-Vectores genannt wird, der Unterschied ist jedoch nicht sehr bedeutend.

Zieht man in der z-Ebene eine beliebige nicht durch den NuUpunct gehende Gei-ade ö und trifft

das von diesem Puncte auf sie gefällte Loth jj die Gerade in einem Puncte 2 = a, so schreiben wir für

_ 1 ^, i _ 1 1 _ 1 "l-a—z

z ^ ^ 'la z 'ia ia z

Die Entfernung eines Punctes z auf g von Null und von 'la ist nun dieselbe, es ist also abs (2a^z) =
absz, und es ist deshalb abs(z— - ) = abs , oder es liegen die der Geraden </ der 2 -Ebene in

\ 2«^

der Z-Ebene entsprechenden Puncte auf einem Kreise X, dessen Eadius abs (1 : 2a), dessen Mittelpunct

1 : 2a ist, und der daher durch den Nullpunct geht, welcher natürlich dem unendlich fernen Puncte der

Geraden g entspricht. Dem Puncte a auf g entspricht der diametral dem Nullpuncte auf IC gegenüber-

liegende Punct. Die ßadii-Vectores von z auf g bilden mit der reellen Achse Winkel zwischen

—ijc-f-Z_a und +ijt+ L.a. Die Winkel der entsprechenden Radii-Vectores liegen zwischen -}-ijr

—

Z-ö,

und — ijc—z_« (Z_a = —^(1 : a)). Die Puncte der Halbebene, welche durch g begrenzt wird, und

den Punct nicht enthält, werden durch Puncte im Innern von IC abgebildet, die der andern Halb-

ebene, durch die Puncte ausserhalb K. Die Aufgabe, die Puncte einer Halbebene auf das Innere eines

Kreises eonform, d. h. mittels einer Function der complexen Veränderlichen z abzubilden ist somit

gelöst.

Auf weitere Eigenschaften dieser interessanten Abbildungsart können wir hier nicht eingehen.

Weitere Sätze über ganze Functionen. Rationale Functionen.

Transcendente rationale Functionen. Unendliclie Produkte. .

§ 114. Begriff der rationalen Functionen. Sind F{z) und G{z) ganze Functionen, und

lässt sich eine Function von z auf die Form bringen F(z):G{z), so nennt man sie eine rationale

Function von z. Sind aber F{z) und G (z) oder wenigstens eine von ihnen ganze transcendente Func-

tionen, so nennt man den Quotienten eine rationale transcendente Function. Eine rationale Func-

tion lässt sich immer durch Absonderung einer ganzen Function so in zwei Theile zerlegen, dass der

eine eine ganze Function, der andere eine rationale Function ist, bei der der Grad der Zähierfunctiou

um mindestens eine Einheit niedriger ist, als der der Nennerfunction. Ist nämlich F{z) = «„-t-aiz

+«22^+ • • +««2"', G{z) = bQ-\-biZ-\- . . +bnz^ und m^n, so ist

„, , F(z)— ""' G{z) 2'"-» „ , .

F{z) ^ ^ hm
,

a,n „_„, __ H{z) «m ,^_^^^

"G(^~ G{z) + ö„
' "~ G(2) "^^ '
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und H{z) ist vom m—len, oder niederem Grade, -^s"—»» aber ist eine ganze Function, oder constant,

wenn n = m ist. Ist H noch von höherem Grade als G, so kann dasselbe Verfahren wieder angewandt

werden, bis man zu dem Resultate gelangt

G{z) G{z)^^"^^''

worin M{z) eine ganze Function von m—wten Grade, R{z) aber eine ganze Function höchstens vom
n—Iten Grade ist. Man kann die Gleichung auch so schreiben

F{z)=M{_z).G{z)+R{z).

Man hat die Division mit G{z) ausgeführt, die grösste in F: G enthaltene ganze Function M{z') und den

Rest R{z) erhalten. Ist R{z) identisch Null, so ist die Division aufgegangen und G{z) ist ein Factor von

Fiz). Ist H{z) dem Grade nach kleiner als G{z), so soll H{z) : G{z) eine acht gebrochene Function heissen.

Nennt man der Kürze des Ausdruckes halber eine ganze Function grösser, wenn sie von

höherem Grade ist, so kann man durch eine Wiederholung dieses Verfahrens den grössten gemeinsamen

Theiler von F{z) und G{z) finden, indem man immer die Division mit dem Reste in dem vorhergehen-

den Divisor ausführt. Man setzt also

F{z) = M{z). G{z) +R{z)
G{z) = M,{z).R{z) -\-R,{z)

R{z) = M2{z).Ri{z) +R.^z)

R,{z) = iyk{z).R^{z) +Ä3(z)

Ä/.-2(^) = M^{z).R^-,{z)+R^{z)

Da R{z\ Ri{z), R-2{z), . . sämmtlich ganze Functionen sind, und ihr Grad der Reihe nach um minde-

stens eine Einheit abnimmt, so muss einmal ein Rest Ä„(z) eintreten, der eine Constante oder Null

ist. Im ersten Falle haben F{z) und G{z) keinen gemeinsamen Theiler. Die Constante nämlich,

durch welche jede Function theilbar ist, (wie jede ganze Zahl durch die Eins) rechnet man nicht zu Theilern.

Im zweiten Falle ist Ä„_i der grösste gemeinsame Theiler. Dies folgt daraus, dass jeder Theiler

von F{z) und G{z) auch Theiler von R(z), Ri{z), . . , Ä^X^) sein muss. Ist nämlich F{z) = Fi{z)S{z),

G{z) = Gi{z)S(z), also S{z) ein gemeinsamer Theiler von F und G, so ist

F(^z) = M{z) G(z)+R{z), Fi{z) = M{z) Gi{z}+R(z): S(z).

Setzt man noch R{z): S(z) = L(z)+(T(z) : S(z)), so dass T(z):S{z) acht gebrochen ist, so muss T
nothwendig identisch Null, also R durch S theilbar sein, weil sonst die acht gebrochene Function

T{z):S{z) = Fl{z)— M{z) G{z)—L(z) = P(z)

einer ganzen Function identisch gleich wäre, was nicht möglich ist. Denn P(z) ist entweder iden-

tisch 0, und also, da S nicht identisch ist, auch T{z), oder mindestens vom Oten Grade, und dann

ist S{z).P{z) von höherem Grade als T{z) und kann daher dieser Function nicht identisch gleich

sein. Ebenso wie R müssen nun auch Ri, R^, . . , Rn—i, Rß den Theiler S haben, so dass wenn R^
constant ist, F und G keinen gemeinsamen Theiler haben, wenn aber R^^ Null ist, den grössten ge-

meinsamen Theiler -ß„_i haben.

Haben Zähler und Nenner des Quotienten F{z):G{z) keinen gemeinsamen Theiler, so sagen

wir, er sei auf seine kleinste Benennung gebracht.

§ 115. Verschwindet der Nenner G{z) der rationalen oder transcendenten rationalen Function

F{z) : G{z) im Puncte zq nicht, so hat er dort den Charakter einer ganzen Function. Ordnen wir,

was nach §64 immer möglieh ist, G{z) nach Potenzen von z—^o, so dass G(z) ^ ^(l+^i(z—Zo)+
f7o(z

—

z^-+ .. -{-gn{z—zo)"+ • •)) und, wie vorausgesetzt wurde, g von Null verschieden ist, so ist
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und diese Keilie convergirt so lange als

abs(gi{z—Zü))+abs(ff2{z—Z(^y)+ . . +abs{gniz—zay')+ . .

kleiner als Eins ist, was nach § 68 stets in einem vielleicht kleinen den Punct zq umgebenden Ge-

biete statt hat, so dass der Satz erwiesen ist.

§ 116. Eine rationale Function besitzt nur ausserwesentlich singulare Stellen,

und zwar in endlicher Anzahl. Die Function G{z) kann, wenn sie vom ?2ten Grade ist, nicht in

mehr als raPuncten (§ 50) verschwinden, und wenn z^ ein solcher Werth von z ist, so ist z—z^

ein Theiler von G{z). Es kann aber auch z—z„ ein mehrfacher Theiler von G sein, etwa ein

r-facher, so ist die ganze Zahl r'^n. Alsdann wird die Function (z—Zriy.F{z):G{z) im Puncte z^

nicht unendlich, sie hat dort den Charakter einer ganzen Function. Der Punct ist also ein ausser-

wesentlich singulärer. Solcher Puncte können nicht mehr als n vorhanden sein, und es fragt sich nur noch,

1
wie der Punct oc aufzufassen ist. Um diese Stelle zu untersuchen setzen wir z = — , so wird

<1) ^(&„+ö„_ig+ . . -föog'O

l-^
. g(-\ = £«-» «»+«»-ie+«'"-2S-+

Hierin hat der als gebrochene Function geschriebene Theil für g == 0, (z = ex:) den Charakter einer

ganzen Function, g"—"* aber nur dann, wenn w = m ist. Wir können deshalb das Verhältniss so auf-

fassen, dass F{z) : G (z) im Unendlichen den Charakter einer ganzen Function habe, wenn n^m ist,

dass aber im andern Falle der Punct <x ein aussei'wesentlich singulärer Punct ist.

Es fragt sich noch, ob die ganze Function G{z) nothwendig verschwinden, ob F{z) : C(z) notli-

wendig irgendwo unendlich gross werden muss. Zum Beweise dieses für die Algebra fundamentalen

Satzes brauchen wir den

§ 117. Hilfsatz. Hat /(z) in der Umgebung des Punctes Zo den Charakter einer ganzen

Function, und ist /(zo) von Null verschieden, so lässt sich die complexe Zahl h durch hinlänglich

kleine Annahme ihres absoluten Betrages so bestimmen, dass absf{z^+h) < absf{zo) ist, so dass also

abs{f{zii)) kein Minimum von abs{f{z)) ist.

Da /"(zq) nicht Null ist, und f{z) dort den Charakter einer ganzen Function hat, so können

wir setzen

/•(zo-|-Ä)=/(zo)-i-Ä%+Ä^+V^+i-F . .

worin (i eine ganze Zahl, mindestens Eins ist. Hierfür können wir schreiben

h lässt sich so bestimmen, dass gjjih^'fiz^ = —s negativ reell wird (§ 108), hat mau h so bestimmt,

und ändert nur den absoluten Betrag, nicht den Winkel von ä, so bleibt dieser Ausdruck negativ reell,

denn es ändert sich nur der absolute Betrag des Ausdruckes gJi^ : /(z«) nicht der Winkel. Weiter

lässt sich der absolute Betrag von h so klein machen, dass der absolute Betrag von gu\\li : gn+
g^^ih'^: g^+ . . = ö{cos<p+isin(p) beliebig klein wird. Ist h dieiser Bedingung gemäss bestimmt,

so ist

^^^^ = i—s{l+6cos9>)— isö sin <p , abs^%j^ = 'i/{l—2s{l+6cosg))+ss{l+2dcos^T'^,



und dieser Ausdruck ist, wenn 6 und s klein genug genommen werden, kleiner als Eins. Hieraus

folgt, dass der Winkel von h so bestimmt werden kann, und hiernach der absolute Betrag von h so

klein angenommen werden kann, dass absf{z^^+K) < absf{z,^ ist, w. z. b. w.

Aus denselben Gründen kann ebensowenig absf{zo) ein Maximum sein, selbst wenn /'{z^) = ist.

§ 118. Eine ganze Function G{z) von z muss für einen bestimmten Werth von z

verschwinden. In einer ganzen Function vom Grade n lässt sich der absolute Betrag von z so

gross, etwa gleich R annehmen, dass abs{G{Re'^^))'> M ist, wo M eine beliebig grosse positiv reelle

Zahl ist, und dass diese Gleichung umsomehr statt hat, wenn abs z~> R ist. Für z = aber sei

abs G{z) = g und es werde M'> g angenommen. Dann giebt es Werthe von z für welche die Un-

gleichung erfüllt ist, abs z <C R, und für welche abs G (2) < M ist, oder um die aus der graphischen Dai-

stelluug entspringende Terminologie zu gebrauchen, es giebt im Innern des Kreises mit dem Radius

R und dem Mittelpuncte Null Puncto, für welche abs G{z) < M ist. Da nun z = x-\-yi gesetzt, abs G{z)

im Innern und am Eande des Kreises R eine stetige Function von x und y ist (§ 61), so muss sie

ihre untere Grenze die jedenfalls kleiner als M ist, und daher nicht auf dem Rande von R liegen

kann, einmal wirklich annehmen (§ 43), sie besitzt ein Minimum. Nach dem vorigen Paragraphen

muss dies Minimum sein. Es muss also einen bestimmten Werth von z geben, für welchen abs G{z)

= ist, für welchen mithin G{z) = ist, w. z. b. w. Ist zi dieser Werth, so ist G{z) = (z—zi) Gi(z)

und (§ 50) Gi{z) vom n—Iten Grade. Gi{z) muss wieder eine Wurzel haben, u. s. w. woraus der

Satz entspringt: Eine ganze Function G(z) vom wten Grade lässt sich in w lineare Factoren

zerlegen, (ein constanter Factor pflegt nicht gezählt zu werden). Von diesen Factoren können einige

einander gleich sein, so dass eine ganze Function vom raten Grade jedesmal in der Form enthalten

sein muss,

G{z) = Aiz-zJ"^ iz-z-{)'"-^ . . i^-z^y>,

worin die Summe der ganzzahligen Exponenten mi+m2+ . . +»»/i gleich n ist.

Für ganze transcendente Functionen besteht die Nothwendigkeit des Verschwindens nicht, denn

die Gleichung e^ = hat keine (eigentliche) Wurzel, und es ist daher nicht blos e^, sondern auch

l:e' eine ganze transcendente Function,

§ 119. Partialbrüche. Hat die ganze Function G{z) den Theiler (z—zi)", ist sie gleich

(z—zj)'"./'(zi), und ist P(zi) von Null verschieden, so hat die rationale Function

(z—Z|)'».i^(z) F{z)
,

, ,
,

, ,_
^ — '

/ X

^ = -jJ \
= aü+ «i(z—2i)+ a2(z—^2)-+ •

in der Umgebung des Punctes zj den Charakter einer ganzen Function. Es ist mithin

F{z) = am+am+^{z—zi)+
G{z) {z-z,Y (z-z,)»-^ • •

;

eine Function, vom Charakter einer ganzen Function um zi, die für z = zi endlich bleibt. Dieselbe

lässt sich, (durch sogenanntes Gleichnamigmachen auf gemeinsamen Nenner bringen) in die Form

einer rationalen Function bringen, deren Nenner den Factor z—z^^ nicht mehr hat, sondern P{z) ist.

Wendet man dasselbe Verfahren auf diese rationale Function an, indem man aus P{z) einen linearen

Factor, so oft er darin vorkommt, aussondert, und so fort, so gelangt man zu dem Satze. Die rationale

Function F{z): G{z) lässt sich auf die Form bringen

(z-z,)'"
"^

iz-z\r-' ^ • -^ z-z, '^ (z-z,y ^ (z-z,)"-^
-r

•
• ^ ^_^^

{z—z{)'^ {z—z-^y s—Z3

wo H(z) eine ganze Function ist. War F{z) : G{z) eine acht gebrochene Function, so muss H{z) Null

sein, weil F{z):G{z) für wachsende z verschwindet. Man kann demnach den Theil H{z), welcher



ganz ist, von vornherein aus F{z):G{z) absondern, Dass diese Darstellung von F{^z):G{z), welche

man Partialbruchzerlegung nennt, nur auf eine Weise möglich ist, erhellt daraus, dass F{z) (z

—

z^Y
: G(z) nur auf eine Weise nach Potenzen von z—z^ entwickelt werden kann, so dass also a^, «i, • •

,

Om-x vollständig bestimmte Zahlen sind. Entwickelt man die Function f{z), wenn /(z) (z—zo)"" den

Charakter einer ganzen Function hat in die Reihe

+ r \,n~l + • • +^ +An,+ Am+liz-Z,)+ . . ,(Z—Zo)"" (Z—Zo)""' * 2—^0

SO nennt man die Zahl Am-i das Residuum der Function /(z) im Puncto Zq. Hat /(z) im Puncte Zq

den Charakter einer ganzen Function, so ist ihr Residuum dort Null. Die Residuen von F(z) : G{z)

sind Om-i, &„_i, Cr-i etc. Auch dann, wenn F:G für z = z^ unendlich gross wird, kann zuweilen das

Residuum von F: G vm Puncte zi Null werden. Sind die Factoren von G(z) alle von einander ver-

schieden, so ist die Partialbruchzerlegung besonders einfach. Es sei F{z):G{z) acht gebrochen, ferner

sei G{z) = A{z—zy) (z—z^) . . {z—z„), und (z—z^) (z—z^) . . (z—z^-i) (2—2^+1) . . (z—z„) =

Jy(2), so ist, wenn F{z): G{z) = ^^ A^'- i^—^fi) gesetzt wird,

/x = l

Fiz){z—z) F(z)

z = z/, Gi^) z = z^,''^M'')

-,i\{ z-z, + •• + z-z,„_, +^^+ z-z^^, +••[' ^,u = n-^):^^^(^^).

Es lässt sich aber ^ ^ui^ß) '^^''^'i einfacher ausdrücken. Da nämlich (§57)

G{z) = 6

ist, und ö(z^) verschwindet, so ist

^J^(z^)=G'(z^).

ö(^) = e(z^)+G'(z^)(z-z^)+G"(z^) ^^^^V

G{£) : iz-z^) = AA^iz) = G'(z^)+ ö"(z„) ^—^ +

Also ist

Fiz) _ F{z, )
F(z,) F{z,) i^(^«)

G{Z) G'(Zi) (Z—Z,) ^ G'(Z2) (2—22) G'Czs) (Z—Z3) ' • ' e'(z„) (z—Zn)
'

Ein anderer einfacher Fall ist der, in welchem F{z) = G'(z) die Ableitung von 6^(2) ist. Dann ist,

wenn G{z) den Factor (z—zo)"" hat

^^ ^ GU)+G'U) (^-^0)+ • • +g<"'-x^o) ^-^r+^'-'(-o)^-g!ffi+^'-+^^fa)^^+-^
^(^)

G(?o)+ö'(z„) (z-Zo) + G"(zo)(-^<'l + . . + G(™)(zo) -^?^5)!L + . .

^^"''(^^)^-^-^+^'"^'K^^)^+-' . .0-)(z.)+.^->-(zo)(z-z.)+..

G«(2o)^^-" + G-+Kz„)
(-^=J^p

+ . .

'-''> '

G<'»)(z„) + CC-'+^o)^ + . .

'

weil G(zo) = G'(zo) ^ . . = G<"'~^^(zo) ^ ist. Diese rationale Function besitzt also, wenn »j= l

ist, im Zähler und Nenner den gemeinsamen Factor (z—zo)"'-\ und es tritt daher, nach Fort-

schaffung solcher gleichen Factoren der soeben behandelte Fall ein, dass der Nenner nur verschiedene

lineare Factoren enthält. Das Residuum von G^z) : G{z) im Puncte zq ist m, wodurch die Zerlegung

erhalten wird,

Thoraae, Elementare Theorie der aiiah-tiächen Functionen. " 12
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§ 120. Unendliche Partialbruchreihen. Sind ^'(2) und ^(2), ganze transcendente Func-

tionen, und kennt man sämmtliche Werthe 2, für welche G(z) verschwindet, so gelingt es zuweilen,

F{z) : G{z) in Partialbrüche zu zerlegen, die rationale transcendente Function durch eine unendliche

convergente Summe von Partialbrüchen darzustellen, doch treten dabei bei Weitem verwickeitere Ver-

hältnisse ein, als wenn F, G gewöhnliche ganze Functionen sind. Denn um nur den einfachsten Fall

zu nehmen, in welchem G{z):{z—2^) von verschieden bleibt, und sich für z = z^^ dem Werthe .4„

nähert, und in welchem die Summe, JJÄ^^ : 2—2^, die sich über alle Werthe zi, 20, . . , 2„, , . erstreckt,

in welchen 6^(2) verschwindet, absolut convergent ist, so kann man doch von der Differenz

G{z) z—Zf,

nur sagen, dass sie, was leicht zu beweisen ist, überall den Charakter einer ganzen Function hat,

dass aber F(z):G{z)^ JS'^^:2—2^^ sei, folgt daraus keineswegs. Trotzdem glückt es zuweilen, eine

solche Identität mit elementaren Mitteln za erweisen, wofür wir als Beispiel den Quotienten sin z: cos z

== tg 2 (gelesen tangens 2) ausführen.

§ 121. Zerlegung von tg2 in eine endliche Reihe von Partialbrüchen. Grenzüber-

gang. Wenden wir den binomischen Satz für ein ganzes m auf die Identität an cosmz+isinmz =
(cosz+isinz)"* und vergleichen Reelles mit Reellem, Imaginäres mit Imaginärem, so erhalten wir, die

Relationen
cosmz = cos'^z— m.2C0s"'~'- zsm'^z+?niCos'"~^zsin^z— . + . .,

sitimz = mxCOs"^~^zsinz—miCOs'^—^zsin^z-\-m-aCOs'''^^zsin^z— .-}-..,

welche Relationen, obschon für reelle 2 hergeleitet, nach der im § 62 gegebenen Beweismethode all-

gemein gelten. Durch Division mit cos'^z und Anordnung nach aufsteigenden Potenzen von tgz

fliessen hieraus (unter m^, m^, . . Binomialcoeffieienten verstanden) die Gleichungen

cos mz

cos"
= 1— »»2 tg^ 2 -f ?Ä4 tg4 2 7Wg tg6 2 -t-

sinmz X o , , =.
,-—-- = »2itg2— ?«3tg3 2+ ??i5tg52— .-}-..,

Für ein gerades m ist die rechte Seite der ersteren in Bezug auf tgz vom ?«ten Grade, die der

zweiten vom m— Iten Grade. Der Quotient sin mz: cosmz = tgtnz ist demnach für ein gerades tn

eine acht gebrochene Function von tgz, deren Nenner vom ?«ten Grade ist, und für tg2 = ±tgijr,

±tg|jr, ±tg|jr, . ., ±tg—^— jr verschwindet, man kann deshalb die rationale Function in Partial-

brüche zerlegen und die Gleichung ansetzen

fi = im
tg mz = "^ ""

^ = _*«+! tgz—tg^l^JT

Um^^ zu bestimmen multipliciren wir mit tgz—tg -^

—

:it und setzen z ^ "^— Ji, wo /i zwischen

2« 1—im+i und hn liegt. So ergiebt sich, wenn z' = z ^ Jt gesetzt wird,
2m

lim tg tnz .Y tg z— tg—

^

jr )
= lim

= i(2u—\)n:m \ ^''' /

. , i{2fi-l) .

sm (z ^-* Jt)

Z = U^f^-X)n:m \ ^'« / '-"* '«^
,,, ^ ^^^

2fi—\

2m
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,. — cosz'm sinz' —

1

^ —

'

C05 (2 H—^^-^ Jt) cos -^^-^ ' ji m cos^ -^— jc
^ m ' m 2m

Zieht man die Terme die dem Werthe (i gleich fx und n gleich —^m+I entsprechen zusammen, so ist

1 1_

„2/<—

1

,2/^—1

2m 2m — .itgz 1

^ 2m— 1 ' , ,
, 2^—1 9 2(M— 1 ,

, ^
,2m— 1

und somit, wenn mz durch z ersetzt wird

tgz 2 2;M—

1

z 2/1—

1

ix = l mcos^-^— jn tg2 tg2 -t^—

,

2m m 2m

Lässt man hierin die gerade Zahl m grösser und grösser werden, über alle Grenzen wachsen,

so findet sich

j« := Qo 2z I« =J^ 2z
tgz = - ;V y^^i^Hiy^ = 2 l(2^_l)2^2_j2'

//= 1 4 (" = 1

welche Reihe absolut convergent ist, für jedes z, ausser solchen Werthen, für welche tgz unendlich

wird, und für 2 ^ die bekannte Relation

8 ^ 3.3^5.5^7.7^9.9^ •

liefert.

Dieser Grenzübergang ist nun freilieh weit davon entfernt, ein strenger genannt werden zu

dürfen. Da sich aber später ein ganz ähnlicher Fall ergiebt, bei der Darstellung des Sinus durch ein

unendliches Produkt, wo der Grenzübergang streng ausgeführt wird, wodurch das Methodische dabei

hinlänglich ins Licht tritt, so wollen wir uns hier, um Raum zu ersparen, mit dem Gegebenen begnügen.

§ 122. Die Facultät. Untersucht*) man den Werth, welchem ein Binomialcoefficient 2* für

wachsende k zustrebt, so gelangt man, wenn man mit einer Potenz von k und mit (—1)* multiplicirt

zu einer ganzen transcendenten Function, deren reciproker Werth, welcher also eine rationale trans-

cendente Function ist, in der Analysis häufig vorkommt. Setzen wir —2— 1 für z und multipliciren

mit (— 1)*, so haben wir

f IV t ^\
^+i z+2 2+3 2+4 z+k

Ist z ^ fi, fi eine ganze Zahl, so ergiebt sich

(-l)^(-,-l).= ^.^.. ^
eine ganze Function von k vom ^ten Grade, die demnach mit A:""'" multiplicirt, für wachsende k end-

lich bleibt, und sich dem Werthe 1 : ,a! nähert. Es liegt nahe, zu untersuchen, ob dieser Satz für andere
als ganze fi noch bestehen bleibt. Bei dieser Untersuchung wollen wir den Ausdruck

(—1)*(—2—l)i./t--= 'Pik,z), «P(l,2) = 2+1
setzen. Dann ist

¥^(^+1,2): >P{k,z) = (2+A:+l) {k+l)-^:{k+\)k-' = (^+A+l)Ä^•(/t+ly+^

*) Die Bemerkung, dass der reeiproke Werth einer Gammafunction oder der Facultät eine ganze transcendente
Function sei, verdankt man Herrn Weierstrass, siehe Crelle's Journal B. 51.
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n^>2j-^— 2.2' 3.3' '
••' ^^'''^'

i o^ O^" •
•

—

kj?
—

'

Lassen wir nun ft über alle Grenzen wachsen, so erhalten wir in dei- That für jedes (complexe oder

reelle) z einen endlichen Grenzwerth, weil das unendliche Produkt

r ^a ^
'+^ '^^' '"^^' '"^^'

hm T{k,z) =

convergent ist. Der [lie Factor ist (nach dem binomischen Lehrsatze)

worin g und g' (§ 58) dadurch beliebig klein etwa kleiner als 1 gemacht werden können, dass ^i gross

genug genommen wird. Auch für kleinere (i sind g^ und g^ endliche Zahlen, und da die Reihe

2 . ^^ 12
"T 22 "^- 32 "^ "•

;M2
T-

absolut convergent ist, so ist auch das Produkt ein absolut convergentes.

Da für ganze z lim T{k,z) gleich 1 :z! ist, also den reeiproken Werth von z-Facultät liefert,

so wollen wir den Namen Facultät für 1 : lim T{k, z) für jedes z beibehalten, dafür aber nicht z !

sondern facz schreiben und Facultät z lesen. Es ist sonst überall in der Mathematik Gebrauch den

Namen einer Function wie sinus, logarithmus u. s. w. früher als das Argument, die Veränderliche der-

selben zu nennen und zu schreiben, weshalb wir facz Facultät z lesen wollen. Das Zeichen !, abge-

sehen davon dass es hinter der Veränderlichen steht, kann oft zu Verwechselungen Anlass geben. Gauss,

der die obige Form der Darstellung einer allgemeinen Facultät durch ein unendliches Produkt gegeben

hat*), schreibt II{z) für facz, was deswegen nicht ganz gut erscheint, weil das Zeichen 77 für ein

Produkt (vergl. § 31) stereotyp geworden ist. Endlich ist noch zu bemerken, dass die Gammafunction

so mit der Facultät verwandt ist, dass 7^(2) = /ac (z— 1) ist. Herr Weierstrass nennt den reeiproken

Werth der Facultät „Factorielle", und setzt i:facz =Fcz.

§ 123. Die Function l:faczisi eine ganze transcendente Function. Dem von Gauss
gegebenen absolut convergenten unendlichen Produkte für 1 -.facz hat Herr Weierstrass eine etwas

andere Form gegeben, welche für einige Untersuchungen bequemer ist, und ausserdem für gewisse

allgemeinere Sätze über unendliche Produkte den Weg zeigt. Wird nämlich, wenn für kr' der

Hauptwerth genommen wird,

y'{k,z) = (l+z).(l+^z) . . (H-^^).^:-'

= (i+,),-..(i+i,)rK(i4.)rä-\ .(l-^i.)^^./^^^^+^^ •• -^^-'^'^

gesetzt, und nun zur Grenze k = rx übergegangen, so fliesst daraus die Darstellung

*) Diese Darstellung rührt vielmehr von Euler her.
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1
e^^.(l+z)e-''.{\+H)e-i'^.{l+iz)e-i^.{l+iz)e-i'^. . .,

facz

worin M die Mascheronische Constante (§ 101) bedeutet, und das Produkt absolut convergent ist.

Der |Ute Factor kann nämlich geschrieben werden

(i+iz)r'^=(i+-z) (i_£+i 5^-1?! +1^4-
• + • •)

~
2 |m2

+ 2! 3 jm3 3! 4 (M*
*

4! 5 ^ä • + • •

,

was eine für jedes z absolut convergente Reihe ist, die in die Form' geschrieben werden kann

worin £^ für wachsende /i gegen Null convergirt. Aus dieser Form des ,uten Factors folgt (wie im
vorigen Paragraphen), dass das Produkt für jedes z absolut convergent ist.

Um nun zu erweisen, dass das Produkt eine ganze transcendente Function von z ist, scheint

es das bequemste zu sein, die Theorie des Logarithmus zu Hilfe zu nehmen. Es ist nämlich

-lg/acz = 7!fe+(lg(l+z)-^)+(lg(l+^^)-iz)+
. . +(lg(l+^^)--^)+ . .

= ilfe+(lg(l+z)-z)+ . . +(lg(l+l2)_iz)+ . .

~2\ji:+\) +f(7h=tJ ~j\^^) +"^(^tJ — • + •
•

~1\^2) +¥(7h^J ~J\J^) + 5 (h^J ~ • + •
•

So lange nun a6*2<|U+l, und nicht gerade gleich — 1, —2, . ., —^i ist, (wo die Logarithmen un-

endlich werden) convergirt diese Doppelreihe, wenn zuerst horizontal, und dann vertikal summirt wird,

auch noch dann, wenn für jeden ihrer Terme der absolute Betrag geset;zt wird, sie ist absolut conver-

gent, und man kann sie beliebig umordnen, in eine einfache Potenzreihe umformen, so dass also

-Ig/ac2=7¥z-h(lg(l+z)-z)+(lg(l+l2)-lr)+ . . +(lg(l+lz)_l2)

-|-a22"^+a32^+a42*+ . . +a™2™-f . .

ist, worin die Eeihe a^z'^+a^z^-^ . . so lange absolut convergent ist, als al}sz<in+\ ist. Mithin ist

so lange convergent (§ 68) als abs z < (i+l ist. Andrerseits ist

1 1
e^'{l+z)e--.{l+^z)e~-^^ . . {1+ ^- z)e~ /"' = B,+B,z+B,z^+ . .

als Produkt überall convergenter Reihen (§ 67) überall convergent, und somit endlich ist

1

facz
= {Ao+A2Z-^+A3Z^+ . .)(B^+BiZ+C^z^+ . .) = Co+ C^z+CiZ^+CiZ^+ .
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cunvergent, so lange absz<ii+l ist, d.h. da fi beliebig gross genommen werden kann, überall con-

vergent*), die Function ist eine ganze transcendente w. z. b. w.

§ 124. Einige wichtige Eigenschaften von /"acz. Für positive ganze z ist facz = z\

für negative ganze z ist facz = oc, d. h. es wächst facz über alle Grenzen, wenn man z einem ganz-

zahligen negativen Werthe nähert, doch sind diese Stellen ausserwesentlich singulare, denn (z+fi)

Xfacz bleibt endlich, wenn sich z dem Werthe —(i nähert. Aus facz = lim 1 : T(k, z), und ^(k, z+l)

^W{k,z){z+k+l):k{z+l)Mgt * = =^

fac (z+l) = {z+i) facz, fac{z+m) = (z+m) {z+m—\)- . . {z+\).facz,

fac{z—m) = facz:z. {z— 1) . . (z—m+l), facm = m\, facO = 1,

lim z . fac(z—m) = lim (z+ m) fac z = (— 1
)™-i

: {m—\ ) !

.

z = z = —m
Ist n eine ganze Zahl, so ist fac{z-\-n):facz = {(i+z) {(i+z—V) . . (z+l) und mithin ist \\mfac{z-^y):

z^facz= 1, wenn der reelle Theil von z positiv über alle Grenzen wächst. Man weist leicht nach,

dass dasselbe auch für jedes andere ^ statt hat. Setzt man nämlich

fac{z-\-ii)xzi'facz = Sl{n,z), ß(jK,z+l) = (z+j«+l)z^ß(^,z): (z+l) (z+1)^,

-i£(li,z). ^ 2 « '* -z+l z+2 z+n (z+n^
'

so folgt daraus, wenn die ganze positive Zahl n über alle Grenzen wächst

,. r,r , \ V fac(z+n+ii) Q,{ii,z)fac{z)zf
^

hmi2(,,z+.) = hm
^^_^^^,^^^^^)

= -ßKz-^W- = ''

und es nähert sich fac {z+n):zf^ facz dem Werthe Eins, wenn der reelle Theil von z positiv über alle

Grenzen wächst. Hierdurch und durch die Functionalgleichung

zq>{z) = {z+fi)(p (z—1)

ist 9)(z) = fac {z+fi): facz völlig bestimmt. Denn ist auch noch zp(z) = {z+fi)^{z—1), so folgt (p(z):

^(^) = g)(z—l):^(z—1), d.h. 5d(z) : t/;(z) ist eine periodische Function mit dem Periodicitätsmodul

Eins. Da aber lim<p{z+n):xp{z+n) = g){z):ip{z) = 1 ist, wenn 7i ganz ist, so folgt für jedes endliche

z cp{z) : y){z) = 1 , cp(z) = if>{z).

Bezeichnet man mit P{z) die Function

1 ^ , ___! 1
,

1
.

z z+l '^(z+2)/ac2 (z+3)/-ac3^(2+4)/ac4
•^•''

so ist facz— P{z) eine Function, welche überall den Charakter einer ganzen Function hat, und von

Herrn Prym als ganze transcendente Function (Crelle's Journal Band 82, pag. 168) dargestellt ist.

§ 125. Beziehung zwischen den Facultäten und den trigonometrischen Functionen.

Das Produkt fac{—z).fac{+z—1) = 9(2) ist eine periodische Function mit dem Periodicitätsmodul

zwei, denn es ist (p{z+l) = fac{—z

—

l) . facz = z.fac(z—l)fac{—z):—z = —fac{z—l)fac{—z),

so dass also die Function nur ihre Zeichen wechselt, wenn z um Eins vermehrt wird, woraus folgt

9)(z+ 2ra) = (p(z) für ganze n. Die Function 1 : fac (z—1) fac (—2) verschwindet für z = 0, 1, 2, 3,

. .
, —1, —2, —3, . . und nur in diesen Puncten, also da wo sin zjt verschwindet. Es liegt die Ver-

muthung nahe, dass l:/ac(

—

z)fac{z— 1), also das absolut convergente unendliche Produkt

^(l_^2)(l_l 2)(1_1 2) . . (1-1- Z'-) . .

*) Die neuerdings von Herrn Heine wirklich aufgestellte Reihe enthält bestimmte Integrale in den Coef-

ficienten, weshalb sie hier unterdrückt werden muss.
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eine Zerlegung der ganzen transcendenten Function sinzjt in Factoren sein oder sich davon nur dui'cli

einen constanten Factor unterscheiden möchte. Allein die Zerlegung einer solchen Function in Theil-

factoren begegnet ganz ähnlichen Schwierigkeiten, wie die einer rationalen transcendenten Function

(§ 120) in Partialbrüche. Denn wenn auch der Quotient der Function und des Produktes nicht ver-

schwindet, so folgt doch daraus nicht, dass er eine Constante sei, sondern nur, dass er eine Function

sei die ftir jedes endliche z, wie eine ganze transcendente ifunction, den Charakter einer ganzen Func-

tion habe. Man kann aber zu einer Zerlegung der Function si7izji durch einen Grenzübergang wie

folgt gelangen.

Es wurde im § 97 gezeigt, dass siti nzjc, wenn n ungerade ist, eine ganze Function von si?i zjc

oder sinzn eine ganze Function von sin— sei, vom Grade n, und der Coefficient der niedrigsten Po-

tenz von siti— die vorkommt, also der ersten, ist n. Da nun diese Function für z = 0, ±— i ±—

;

+ -—:^— verschwindet, so ist für ungerade ?i
•2».

sm ZJC = n sm 1—

-

,2jr . .An—Vjüi
sin--- -

—
2n

Nun kann man, wenn m und r gc

z = ist,

. „ZJt

Jen sind, n so gross machen, dass, weil lim5mz:z = l für

n Stil— == :wz+£o) 1

"

= 1- f+eu 1-
:2jt

1—22+^2: = 1- ,-|-£w

ist, worin Eq, e^, Ei, • . , tm dem absoluten Betrage nach sämmtlich kleiner als eine beliebig kleine vor-

gegebene Zahl z. B. kleiner als ö : »»<" sind, wenn [i eine ganze Zahl ist. Mithin kann auch n so gross

genommen werden, dass

sin^—
n )

wird, und »;„, dem absoluten Betrage nach beliebig klein wird. Da aber das unendliche Produkt

p= zi\— T^j (l

—

~\ . . absolut convergent ist, so können wir m so gross nehmen, dass p =
i'm(l+£m), und gm dem absoluten Betrage nach beliebig klein wird. So haben wir

P™ = ^P«ii+nm) = ^pii+n^) : (i+gm).

Nun bleibt noch P:Pm= 1+^m zu untersuchen. Das Produkt P:Pm wird sich nun dem absoluten

Betrage nach um so mehr beliebig wenig von 1 unterscheiden, wenn das Produkt

Hm 1 + (m+l)^
1 +

ZJtX^

71 j

,(?W+2)ji:
1 +

/ . ZJl
stn—

v «,

zjr\2

,

(re

—

l)jr

2n

worin (sin— ) = ahssin- ist, sich beliebig wenig von 1 unterscheidet, bei hinlänglich grosser An-

nahme von n. Man kann aber n so gross annehmen, dass wie die Theorie der Potenzreihen lehrt füi'
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jedes bestimmte complexe z abssin— < abs ist, und sin
^ <— v?!jlWiE g„ lange m-hu<Cn n n 2 n ° '^

hl ist. Mithin ist, wenn abs z durch (z) der Ktlrze halber ersetzt wird

der letzte Ausdruck ist aber aus denselben Gründen wie oben 1+gm beliebig wenig von 1 verschieden,

so dass also d-m dem absoluten Betrage nach beliebig klein ist. So ergiebt sich

und also limP {n= oc) = jtp oder

<'-S)M)H).. (-3 ••.,.-(: -z)fac{z—1)

\
Damit ist die Verwandschaft zwischen der Facultät und dem Sinus hergestellt. Für z = -^ fliesst

daraus noch

^ = fac [— -A .fac {— yj , fac i— -\=\/ji.,

worin die Wurzel positiv zu nehmen ist, weil faci— y) aus lauter positiven Factoren besteht.

Man beweist leicht das Theorem von Gauss, wenn n eine ganze Zahl ist,

n"'^ facz .fac[z ].fac[z ) .. faciz

fac (nz)

(2jr)^(»-l)
.

. 2jr , 3jr . n— 1 jr \/n
sm— sin— sm— sm

n n n n

§ 126. Das unendliche Produkt für cos{z—Ä)jr. Die Darstellung des Produktes cos zjt

erhält man am einfachsten aus der Gleichung isin2zjt:sinzjt = coszjt, welche liefert— ('-o)('-S)('-S)--('-(.iS7)--
Schreibt man hierfür

„ oo _ \ 2ff2 1 j r> — cr> 2?W 1 « — TT, 2w 1

und setzt z—h für z, so ergiebt sich

m = n+ 1 m = n+1
, ,s ,. jj (2?«—1+2Ä)—2z ,. r/- 2»«—1+2Ä /, 2z

cos{z—Ä)jr ,. TT (a 2z N

coshn

Diese Produkte mit linearen Factoren in z sind nur bedingt convergent, es muss zu jedem

2z 1"
Factor 1— z- .

, _, ein Factor 1— -.—s—

—

^^ zugesellt sein, weshalb diese Produkte in Form von
2?«—1+2Ä 1

—

2m-\-2h

Grenzwerthen geschrieben sind. Geht die Zahl m in negativer Eichtung in anderer Weise zur Grenze

oc über, als in positiver, so kann der Grenzwerth, wenn es sich nicht nur um eine endliche Anzahl

Factoren handelt, ein ganz anderer sein. Betrachten wir z. B., h = annehmend das Produkt
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m = (p

—

l)w

coä 2Jt . lim Jj[ ( 1 -

?l = 00 ~ . 1 \Jl = 00 OT = 1
2ot+1+2w

= (J)-I)n
2«

T m = i 2^+1+2« jr/- / 2z \ 2rn+l+2«

Das letzte Produkt nun ist (vergl. § 122) absolut convergent, und daher der Grenzwerth für wachsende

n Eins, so dass sich ergiebt
m = (p-l)n

,

-2« 2
P{z) = cos zjt lim e

re = 00

Der Grenzwerth der Summe ist Wgp, so dass P{z) ^ e~'^°^ cos z:ii ist, hier genfigt es nachzuweisen,

dass diese Summe endlich und von Null verschieden ist. Man schreibt sie in die Form

m = {p—\)n 1

1 v' r--

m= 1 n 2w

Derkleinste devinderSumme enthaltenenTermeist 1 :( l+(;?—1)+ ^) > . . , und da {p—l)w Tenne

vorhanden sind, so ist die Summe >^ {p—l)«:(p+l) oder >-^fl tt)' ^^^ grösste Term ist

aber kleiner als Eins, und die Summe mithin < \{p^), w. z. b. w.

§ 127. Einige allgemeine Sätze über unendliche Produkte. Wenn eine ganze trans-

cendente Function*) unendlich oft verschwindet, so können die Puncte «i, a<i, «3, . . , a«, • . so geordnet

werden, dass sie eine in Bezug auf die- absoluten Beträge niemals abnehmende Folge bilden, deren

Terme über alle Grenzen wachsen. (Verschwindet die Function in einem Puncte jMmal, so wird in

der Folge «j, ai, . . diese Zahl |Mmal enthalten sein). Wenn nämlich die Terme dem absoluten Be-

trage nach nicht über eine gewisse Zahl M hinausgingen, so müsste unter ihnen (§ 12) eine sogenannte

Grenzzahl a vorhanden sein, so dass entweder unendlich viele Terme der Folge ihr gleich wären, oder

dass in jeder beliebigen Nähe dieser Zahl sich unendlich viele Zahlen der Folge befänden. Da nun eine ganze

transcendente Function für alle endlichen 2 den Charakter einer ganzen Function hat, so muss sich die

Function nach ganzen Potenzen von z—a entwickeln lassen. Dies ist aber, im Falle der Factor z—

a

unendlich oft in ihr vorhanden ist, nicht möglich, oder wenn die Function in jeder beliebigen Nähe
von a verschwindet, so ist die Entwickelung (§ 62) identisch Null.

Wenn aber die Terme der Folge über alle Grenzen dem absoluten Betrage nach wachsen, so

kann man nach Herrn Weierstrass jedesmal eine ganze transcendente Function bilden, welche in

diesen Puncten verschwindet, und nur in diesen Puncten verschwindet. Dabei wollen wir drei Fälle

unterscheiden

I. Die Keihe
1 1 1



absolut convergent ist.

III. Die Reihe
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lJ^(}I<^'---(-^--

^)"-©"-(ir---^-i+
ist für jedes noch so grosse m divergent, obschon lim 1 : a„ für wachsende ti Null ist.

Im ersten Falle ist das Produkt

ein absolut convergentes und eine Function von z, welche die Stellen a^, 02, . . zu Nullpuncten hat.

Z 1 Z^ i Z^ 1 2"*"^

Im zweiten Falle sei fJz) =—|-Tr^ + -^-5+ •• H r ^ 1 ,
dann ist das unendliche

^ ' a^ 1 a^ 6 a^ m— 1 a^-^

Produkt

[{'-^y'i\{'-iy''H'-iy'i \yiy-"\
ein absolut convergentes und eine Function, welche die Puncto a zu Nullpuncten hat. Entwickelt

man nämlich das nte Glied nach Potenzen von 2, so findet man (vergl. § 123)

aJ \ m a^ ^
^J

worin 6 eine endliche mit wachsendem n dem absoluten Betrage nach abnehmende Zahl bedeutet, und

ein unendliches Produkt aus Factoren dieser Art ist absolut convergent.

2 1 2- 1 2^ 1 Z"~^
Im dritten Falle sei i^„(2) ^ —|- i:r^ + -75—s + • • H r r-. so ist das unendliche Produkt

^ ' a„ 2 a^ ö al n— 1 a^~^

ein absolut convergentes Produkt und eine Function von 2, welche die Puncto a zu Nullpuncten hat.

Da nämlich für ein hinlänglich grosses n

ist, (wo @n eine Grösse ist, die mit wachsendem n gegen Null convergirt, weil z : «» von einem be-

stimmten n ab dem absoluten Betrage nach kleiner als Eins ist,) und also

wird, worin g» ebenfalls mit wachsendem n gegen Null convergirt, so haben die Factoren des unendlichen

Produktes die Form (1 r(-^+ S'>))) ^^^ ^^^ Produkt ist absolut convergent, weil es die Reihe ist

M := OD

denn «6* (2 : a„) ist von einem bestimmten n ab ein ächter Bruch.

Nun wäre noch der Beweis zu erbringen, dass diese Reihen in überall convergente Potenz-

reihen entwickelbar seien, dass sie ganze transcendente Functionen seien. Dieser Beweis unterscheidet

sich nicht von dem für einen speciellen Fall im § 123 gegebenen, weshalb wir hier denselben nicht

reproduciren wollen.
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§ 128. Noch einige Sätze über ganze und rationale transcendente Functionen.

Ein Produkt ganzer transcendenter Functionen ist im Allgemeinen eine eben solche Function, zuweilen

kann es auch eine gemeine ganze Function sein, z.B. e'.e~' = l. Eine Summe ganzer transcen-

denter Functionen ist ebenso eine ganze transcendente Function. Beide Sätze gewinnt man aus der

Definition dieser Functionen durch überall convergente Reihen. Es folgt daraus, eine rationale trans-

cendente Function ist der Quotient zweier ganzen transcendenten Functionen, oder kann immer auf

diese Form gebracht werden. Setzen wir hier den später zu beweisenden Satz voraus, dass eine ein-

deutige Function, welche für jedes endliehe z den Charakter einer ganzen Function hat, eine ganze

transcendente Function ist, so lassen sich noch einige weitere Sätze aussprechen. Nämlich:

Wird eine rationale transcendente Function für keinen endlichen Werth von z unendlich gross,

so ist sie eine ganze transcendente Function. Wird sie nur in einer endlichen Anzahl von Puncten

unendlich gross, so ist sie der Quotient aus einer ganzen transcendenten Function und einer ganzen Function.

Lässt man den absoluten Betrag von z über alle Grenzen wachsen, so lässt sich der Winkel
von z stets so bestimmen und der absolute Betrag in solcher Art vermehren, dass die Function den

beliebig gegebenen Werth A annimmt. Es sei f{z) die Function, so versehwindet die ganze transcen-

dente Function /"{z)—A entweder in einer Folge z = a^, a^, a^, . . deren Terme über alle Grenzen

wachsen, und man braucht dann nur für z die wachsenden Werthe «i, a^, «3, . . zu setzen, nm den

Werth /'(z) = A zu erhalten, oder f{z)—A verschwindet nur in einer endlichen Anzahl von Puncten,

etwa so und da wo die ganze Function F{z) verschwindet. Dann ist {f{z)—A) : F{z) und ebenso F{z) :

f{z)—A eine ganze transcendente Function, und es muss (§ 109) F{z):{f{z)—Ä) bei einer bestimmten

Art des Anwachsens von z, über alle Grenzen wachsen, und zwar in viel stärkerem Masse als F{z).

Mithin muss f{z)—A bei einer gewissen Art des Anwachsens von 2 verschwinden. Eine ganze trans-

cendente Function nimmt also im Unendlichen jedweden Werth an, und besitzt dort eine wesentlich

singulare Stelle.

Algebraische Functionen, ümkehrung der Reihen und

cyklometrische Functionen.

§ 129. Definition der algebraischen Functionen. Besteht zwischen * und 2 der Zu-
sammenhang, dass s durch z gefunden wird mittels der algebraischen Gleichung

ö„Ä"-|-a«_is"-^+a„_2*"~-+ • • +aYS+aQ = F{s,z) = 0,

worin «o, «u «2, • • > «« ganze Functionen von z sind, so sagt man s sei eine algebraische Function

von z. Da für jeden Werth von 2 im Allgemeinen ?j Werthe von s vorhanden sind, so ist ä eine mehr-
deutige Function von 2, und muss, damit sie der gewöhnlichen Behandlung der Functionen fähig werde,

in eindeutige Zweige zerlegt werden. Die Hauptfrage aber, die zu erledigen ist, bleibt immer die, ob
ein solcher Zweig, und wo er den Charakter einer ganzen Function besitzt, wo er durch eine nach
ganzen Potenzen von 2 fortschreitende Reihe entwickelt werden kann. Diese Frage würde wohl leicht

zu erledigen sein, wenn sich die Gleichung E{s, 2) = nach s auflösen Hesse, d. h. wenn sich s als ex-

plicite Function von 2 durch eine endliche Anzahl von Rechnungsoperationen, die schon bestimmte
Bezeichnungen erhalten haben, darstellen Hesse. Geht F'm s nicht über den vierten Grad hinaus, so ist

dies in der That möglich, und die Darstellung besteht, wenn die Gleichung eine sogenannte (im engern
Sinne) auflösbare ist, aus einem Complex von Wurzelzeichen etwa in folgender Form

«1 «2 »3 Mm
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worin ipi, ip2, . . , ipm wieder ähnlicli zusammengesetzt sein können als cp, so jedoch dass die Anzahl

der überhaupt vorkommenden Wurzelzeichen eine bestimmte endliche ist. Einen solchen Ausdruck

wollen wir, zum Unterschied von den allgemeineren algebraischen Functionen die diese Klasse mit um-

fassen, eine irrationale Function nennen. Ist der Grad von F höher als vier, so ist im Allge-

meinen s eine algebraische, und nur in specieilen Fällen eine irrrationale Function.

Uebersteigen die Coefficienten üq, «i, . . , a„ als ganze Functionen von z nirgend den mten

Grad, eiTeicht aber wenigstens einer von ihnen denselben, so ist umgekehrt z eine algebraische, im

speciellen Falle irrationale, »i- deutige Function von s. Die Untersuchung der specielleü irrationalen

Function s, welche durch eine in s quadratische in z lineare Gleichung definirt wird, ist wichtig auch

für den allgemeinsten Fall, weshalb sie zunächst folgt.

§ 130. Eine zweiwerthige algebraische Function. Ist s durch die Gleichung definirt

{A+Bz)ss+2{A'+B'z)s+A"+B"z = F{s,z) = 0,

so ist
;

s = {—A'—B'z ± \fZA'—AA"+{2A'B'—AB"—A"B)z+{B'B'—BB")zz] : {A+Bz),

oder wenn wir den Ausdruck unter dem Wurzelzeichen in Factoren zerlegen

s = __ ^'+^'^ ± 1/^^ i^~^) (^—jl^ cc= B'B'—BB", —cc{a-\-h)= 2A'B'—AB"—BA", ccab= A'A'—AA".
A-\-Bz

Wäre a = &, so würde s in zwei völlig getrennte eindeutige Zweige s', s" zerfallen

s' =\—A'—B'z+ c {z—a) \:{A->rBz), s" =
j
—A'—B'z—c{z—a) \:{Ä+ Bz),

der Ausdruck {A+Bz).F{s,z) liesse sich in lineare, in s und z ganze Factoren zerfallen, die Gleichung

p{s^z) = (i wäre nicht irreduktibel, was wir hier ausschliessen. Wir fragen nun, ob sich s in eine

nach Potenzen von z—zq fortschreitende Eeihe entwickeln lässt, und wie lange diese convergirt. Hier-

zu entwickeln wir zuerst die Wurzel \/{z—a).{z—h) = \/{{z—z^)—{a—z^)) {{z—zo)—(&—zo)) nach Po-

tenzen von z—Zo- Es ist

\/z-a.z-i = ^(a-Zo)(6-z7).fl-^¥ (l_^-^o
6—zo

,V Tn. ^ V ^ n« '' ^— ^ i—w+l /z—zoY ^ f
.„ i 4—1 \—m+l

f
z—zg

Ka-z«)(i-zo)^^2-/-i)"T-^---^^i^ •
2.^(-i) r-T----^;r-[b=r,

und das Produkt lässt sich (§ 67) in eine nach Potenzen von z

—

zq fortschreitende Reihe ordnen,

welche, unter (i)„ einen /iteu Binomialcoefficienten verstanden, beiläufig die Form hat

rj = 00 tn = n

^(a—zo) (&—^) ^ (—1)"(2—zo)"^«, A„= ^(i)m{i)n-m{a—zonb—z,y-^,
n = m=

und so lange convergirt, als sowohl al>s{z—ZQ) < al)s{a—Zß), als auch a&*(z—zo) < abs(b—ZQ) ist, deren

Convergenzkreis also durch denjenigen der beiden Puncte a, b geht, welcher dem Puncto zq der nächste

ist. Illusorisch würde diese Entwickelung dann, wenn zo auf einen der beiden Werthe a, b fiele. Die

beiden Zweige der Function

s = {—A'—B'z ±c\/Xz—d) {z—h)) : [A+Bz)

lassen sich demnach, weil auch 1 : {A-{-Bz) entwickelbar ist, nach Potenzen von z

—

zq entwickeln, mit

einem Convergenzkreise, welcher durch den nächsten der drei Puncte —A •.B,a,b geht, die Function

hat dort den Charakter einer ganzen Function. Im Puncte —A:B, wenn zq nicht auf a oder

b fällt, besitzt die Function eine ausserwesentliche Singularität in jedem ihrer Zweige, denn s.{A+Bz)

hat in der Umgebung jenes Punctes den Charakter einer ganzen Function. Entwickelt man das Pro-

dukt nach Potenzen von A-{-Bz und dividirt mit A+Bz, so erhält man im Allgemeinen für beide

Zweige Reihen, in denen die erste negative Potenz das Anfangsglied bildet. Gelegentlich kann dieses

Glied auch bei einem der Zweige fortfallen, und dieser dort den Charakter einer ganzen Function haben.
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Eine Entwickelung von s nach Potenzen von z—a oder z—b ist aber nicht möglieh, diese

Puncto sind singulare Puncte, und zwar Verzweigungspuncte. Die Wurzel ]/{z— a).(z— b) =

l/(a

—

z).{b—a) (l

—

^
" y ist das Produkt einer entv?ickelbaren Function \/b—a.\/'\— (z

—

a) : (b—a)

in eine nicht entwickelbare \/a-^. Letztere ist eine zweiwerthige Function, und hat die Eigenschaft,

dass sie ihre Zeichen wechselt, oder von einem ihrer Zweigwei-the zum andern übergeht, wenn z von

einer bestimmten Stelle aus längs einer beliebigen Linie um den Punct a zu dieser Stelle zurückge-

führt wird, und den ersten Werth wieder annimmt, wenn z noch einmal über dieselbe Contour bewegt

wird, und wenn dabei mit stetigen Aenderungen von z immer stetige Aenderungen der Function

l/ö^ verknüpft werden. Soll hierbei auch das Produkt l/(z—«) {z—b) aus einem Zweigwerthe in

den andern übergehen, so darf die Schlinge den Punct b nicht einschliessen, denn dieser Punct verhält

sich offenbar ganz ähnlich wie der Punct a. Führt man ohne umzukehren z einmal über eine ge-

schlossene Schlinge, welche sowohl a als auch b im Innern enthält, von einem Puncte z^ derselben zu

diesem Puncte zurück, so wechselt sowohl \/z—a, als auch |/z

—

b das Zeichen, und das Piodukt bleibt

ungeändert. Zieht man in der z -Ebene eine sich nicht schneidende, am einfachsten gerade Linie l

von a nach b und bestimmt den Werth von [/(z

—

a) {z—b) = r{z) in irgend einem Puncte zo gleich

ri(zoj, so ist der Zweig ri(z) dieser Function in der ganzen z- Ebene völlig eindeutig bestimmt, wenn

nach der Methode des Paragraphen 65 dieser Zweig durch Potenzreihen und deren stetige Fortsetzungen

als Function der complexen Veränderlichen dargestellt wird, und wenn von jeder solchen Fort-

setzung, welche in einer im Innern eines Kreises convergirenden Potenzreihe besteht, immer nur der

Theil zum Zweige r^ gerechnet wird, welcher mit dem Convergenzmittelpuncte auf derselben Seite der

Linie / liegt. Der Zweig ri(z) ist in der ganzen z-Ebene vom Charakter einer ganzen Function, also

stetig, eindeutig u. s. w. (Der unendlich ferne Punct ist, wie man durch die Substitution z ^ 1 : g so-

fort erkennt, ein ausserwesentlich singulärei-.) Nur längs der Linie l sind diese Eigenschaften nicht vor-

handen, denn auf dem positiven Ufer dieser von a nach b gerichteten Linie {]+) ist r^{z) von dem

Werthe r^iz) in demselben Puncte z auf dem negativen Ufer von / (r-) durch den Factor — 1 ver-

schieden, so dass die Werthe zu beiden Seiten dieser Linie abgesehen von den Endpuncten, wo sie

Null sind, um endliche Grössen differiren.

Der zweite Zweig r-i^z) der Function wird erhalten, wenn man für jedes z ri{z) = — ri(z)

setzt. Dann wird ^2(2) auf dem positiven Ufer von l mit dem Werthe von r,(z) auf dem negativen

Ufer von z übereinstimmen.

Um die wie r{z) verzweigte Riemaun'sche Fläche T zu construiren, d.h. eine Fläche von

der Beschaffenheit, dass jedem Puncte derselben ein und nur ein Werth von r{z) entspricht, und um-

gekehrt jedem zusammengehörenden Werthepaare z und r{z) ein Punct der Fläche, weisen wir jedem

Zweige ri(z), r-i{z) eine besondere Ebene (Blatt) zu, legen sie so aufeinander, dass die zu derselben

Zahl z gehörenden Puncte übereinander liegen, also auch die Linien /, (von denen wir die, welche zu

ri gehört mit /j, die welche zu r^ gehört, mit l^ bezeichnen wollen). Sodann denken wir uns das erste

Blatt mit dem zweiten so verwachsen, dass tf und tr zusammengefügt sind, (macht man die Fläche

von Papier, so kann man die beiden Ufer mittels eines Streifens von der Länge l zusammenkleben).

Ebenso denken wir uns, dass l- mit If zusammenhänge. Dabei ist (wie schon im § lOS) nöthig, sich

vorzustellen, dass die Fortsetzung des einen Blattes in das andere einen Flächentheil durchdringe, und

dass also die Ansicht eines auf / senkrechten Schnittes durch die beiden Blätter der Fläche die bei-

gezeichnete sei

In dieser Fläche, die in die im § 108 beschriebene übergeht, wenn b unendlich wird, also wenn die

Function \/z—a betrachtet wird, ist r{z) eindeutig und stetig. Die Linie / die Durchsetzungslinie

zeigt nur an, wo ein Zweig von r{z) stetig in einen andern übergeht und r{z) ist längs derselben
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stetig, nur ihre Zweige sind unstetig, welche Unstetigkeit eben durch das Aneinanderfügen der

Zweige gehoben wird.

Man kann durch zwei Potenzreihen, eine aufsteigende und eine absteigende, mit Hinzunahme

des doppelten Zeichens, die Function r[z) überall darstellen. Ist nämlich z^ ^ i{a-{-b) die Mitte

zwischen den Puncten a und b, so ist

r{z) = l/(Ta=^)-(2-zo))X(&-^o)-(z-^) = /((z-zo)^—i(ß-&)2)

-^0.

Der binomische Lehrsatz für den Exponenten i liefert die beiden Reihen, welche mit ihrer Convergenz,

da sie (§ 98) auch auf dem Convergenzkreise noch brauchbar sind, die ganze z- Ebene, oder mit Rück-

sicht auf das doppelte Vorzeichen, die ganze Riemann'sche Fläche umspannen. Zu bemerken ist, dass die

aufsteigenden Reihen jede in einer Hälfte ihres Convergenzgebietes einen anderen Zweig darstellen, als in

der anderen Hälfte, während die absteigenden je einem Zweige angehören. Dasselbe würde für die

aufsteigenden Reihen eintreten, wenn man die Linie / durch einen Halbkreis mit den Endpuncten — 1,

+ 1 ersetzte, die Gerade ist jedoch vorzuziehen.

Die Function s = (
—Ä'—B'z+cr{z)):{Ä+Bz) ist eine rationale Function von r und z, und

somit genau so verzweigt, als r{z). Denn jedem zusammengehörenden Werthepaare von r und z, also

jedem Puncte der Riemann'schen Fläche T, die wie r verzweigt ist, entspricht ein einziger Werth von

s. Umgekehrt entspricht auch einem bestimmten Werthepaare s, z ein einziger Werth von r, weil

rc = s(A-{-Bz)+Ä^+B^z eine ganze Function von s und z ist, und also gehört zu s und z ein einziger

Punct von T. T ist wie s und s wie T verzweigt.

§ 131. Auf einen speciellenFall der Function 5, der für die Reihenumkehrung wichtig ist, gehen

wir noch etwas weiter ein, indem wir die Abbildung studiren, nämlich auf den Fall 5 = 2z-|-|/l

—

zz.

Die Riemann'sche Fläche T besteht in diesem Falle wie vorhin aus zwei Blättern über der z- Ebene,

die längs der geraden Durchsetzungslinie l von —1 bis +1, den Verzweigungspuncten der Fläche, mit-

einander kreuzweise zusammenhängen. Den Zweig Si, dem wir das obere Blatt zuweisen (in welchem

wir ausgezogene Linien zeichnen) definiren wir so, dass s^ im Puncte auf dem positiven (oberen)

Ufer von l den Werth -f- 1 hat. Der Zweig ^2) dem wir das untere Blatt von T zuweisen, hat in dem-

selben Puncte des unteren Blattes den Werth — 1. Die Entwickelung

^. 1.2_il^^ 113 z« 1 1 3 5 z» _ _p,\^""^^ 2^ 2*2 1.2 2*2*2 1.2.3 2*2*2*2 1.2.3.4 ' '
' ~ ^^^^'

gehört im Gebiete ihrer Convergenz dem Zweige s^ an, so lange der imaginäre Theil von z positiv

oder ist, ist aber der imaginäre Theil negativ, so liefert P\{z) die Werthe von i'2- Umgekehrt, liefert

die Reihe /'2(z) = iz—l+4z2+ . . für reelle Werthe von z oder solche Werthe, deren imaginärer Theil

positiv ist, die Werthe von s-^, für andere Werthe von z die Werthe von si. Der Anblick dieser Reihen

lehrt, dass für rein imaginäre positive Werthe von z {als z = 1) s^ positiv reell sei, und für z == ?" den

Werth \Jl— 1 habe. Die Entwickelungen

. , . I /\ T .(„ 11 1111 113 11
( „, ,

. = ez+.z 1/1-^ = Z)2z-^---2
-2 T.-2-^-2 •2*2 *T:2:3-*r^- " " "

-f
= ^^^^^

l_l = -iil4.ilJ_l4_il^_L_l4.11i^J_l. ^ — p( \

z2 M2*z "^2'2'l.2*z3 + 2*2*2*i:2.3*z5"'"2'2"2*2*/ac4'2''"^ ••( ''^^'

haben für z = i die Werthe ^3(2) = — 1—/2, P^{j) = — l-f-/2. Es ist mithin /\(z) die stetige Fort-

setzung von Px(z) im oberen Blatte, und stellt den Zweig *i dar, während P-J^z) dem Zweige *o ange-

hört. Transformirt man nach § 64 die Reihe P^{z) in eine nach Potenzen von z—i(l—e) fortschreitende

Reihe, worin £ positiv reell ist, so convergirt sie in einem Kreise der durch — 1 und -|-1 geht, und

2(1—f) zum Mittelpuncte hat, wie der vorige Paragraph lehrt. Diese Reihe P{z) ist die stetige Fort-
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Setzung des Zweiges Si nach § 65. Dieser Kreis K greift in die Convergenzgebiete von P^ und ^'4

hinein, und enthält die obere Hälfte des Einheitskreises (der das Convergenzgebiet von Pi ist), also

auch seine Begrenzung ganz. In dem Theile des Kreises E, der ausserhalb des Einheitskreises, oder

auf dessen Rande liegt, müssen P{z) und Pi{z) übereinstimmen, wenn Piiz) die Fortsetzung von P(z)

sein soll. Dies geschieht, wenn sie in einem Punete übereinstimmen, in welchem s^ und s^ nicht gleiche

Werthe haben, also wenn sie im Punete i übereinstimmen, welche Uebereinstimmung bereits nachgewiesen

wurde. Es müssen also Pi{z) und ^'1(2) längs der ganzen obern Hälfte des Einheitskreises überein-

stimmen. Dass sie längs der untern Hälfte des Kreises nicht übereinstimmen, dass vielmehr dort

Pi{z) und Ptiz) stetig sich aneinanderfügen ist leicht zu sehen, wenn man für z den Werth — i einsetzt.

Dann ist

i',(-0= 1+1/2, i>,(_0 = 1-1/2, ^4(0=1-/2.
Durchläuft z das obere (positive) Ufer der Durchsetzungslinie von — 1 bis +1, so wächst der imaginäre

Theil von s, von —i bis +i, der reelle ist stets positiv. Setzt man dort s^ = o+ri, so ist o--\-r^

= 1 und es beschreibt si in der *i-Ebene einen Halbkreis, mit dem Radius 1 und dem Mittelpuncte 0,

der in —i beginnt und in +i endigt, auf welchem positiv ist. Durchläuft z das untere Ufer von l

von 1 bis — 1, so durchläuft s die andere Hälfte dieses Kreises von +i bis — i in gleicher Richtung.

Es ist leicht ersichtlich, dass jedem Punete dieses Kreises, der mit Z bezeichnet werden mag, ein

Punct und nur ein Punct des obern bez. untern Ufers von l entspricht und umgekehrt, weil beim Fort-

schreiten von z in derselben Richtung *i immer ein und dieselbe Richtung des Fortsehrittes beibehält.

Die positive imaginäre Achse der Riemann'schen Fläche T im obern Blatte entspricht in der_£] (oder

5)-Ebene der reellen Achse von 1 bis 0. Denn setzen wir dort z = iy, so ist *i = —y+l/l+2/j/ =
1 : («/+l/l+«/y), wo die Wurzel positiv zu nehmen ist. Auf der negativ imaginären Achse ist s^ (also

s im obern Blatte) y— [/l +«/?/ = — 1 :(«/+l/l +«/«/) und es entspricht ihr also von bis oc die Linie

von —1 bis in der Ä-Ebene. Dem Punete <x> des obern Blattes der Fläche T entspricht ein Punct

der 5-Ebene, der Nullpunct, dem Punete in T zwei Punete, +1 oder —1 je nachdem auf dem
positiven oder negativen Ufer von l liegt. Durchläuft s^ einen Kreis mit dem Radius q und dem
Mittelpuncte 0, der kleiner als der Einheitskreis ist, so mag dort .?) ^ q cos d-\-iQ sin-d- sein, wo d'

allein veränderlieh ist und von bis 2oi wächst, dann ist

" "

Q \cosQ-+i iQ+-\sm-B-, 2x ^Ir cos <p = {q-\--\ sind-,

'ly = 2r sin (p = ( q ) cos ß-

,

Izi =

wenn z = r{cos(p-\-isin<p) gesetzt wird. Da nun hieraus folgt

4xx:fp+^j +42/2/: [q—^

was die Gleichung einer Ellipse mit der Achse ^ ((»+-), -^i p) und den Brennpuncten -±1 ist,

und da auch wachsenden Werthen von d- zwischen und 2jr fortwährend von iic bis iiji+2jc wachsende

Werthe von (p entsprechen, so findet man, dass dem Kreise die Punete der Ellipse reeiprok eindeutig

entsprechen, und dass dem ganzen Blatte von T, welchem si zugewiesen ist, in der *-Ebene das Innere

des Einheitskreises eindeutig entspricht und umgekehrt. Die Ellipse, welche dem Einheitskreise L

entspricht hat sich ganz verflacht, und ist in die beiden Ufer der Linie l ausgeartet. Bei der Unter-

suchung der Abbildung von so können wir, nach dem mm die Methode ins Licht gesetzt ist, uns kurz

fassen. Der positiv imaginären Achse im untern Blatte entspricht die reelle Achse der i--Ebene von

— 1 bis — 00, denn es ist AW = — Ij •P3('<^) = — «^j der negativ imaginäi-en Achse entspricht die

reelle Achse der «-Ebene von 1 bis oc. Den Ufern von / entspricht der Einheitskreis Z, so jedoch,

dass dem obern Ufer das Stück, in welchem der reelle Theil von s negativ ist, dem untern Ufer das

andere Stück entspricht, umgekehrt als es beim Zweige äj war. Einem Kreise der 2-Ebene, der grosser
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als der Einbeitskreis ist, entspricht eine Ellipse in der Fläche T im unteren Blatte mit den Brennpuncten

—
1, +1, und die Achsen der Ellipse wachsen mit dem Radius des entsprechenden Kreises. Dem

Puncto oc im untern Blatte von T entspricht der unendlich ferne Punct der s -Ebene. Das Aeussere

des Kreises L entspricht dem zu so gehörenden Blatte eindeutig und umgekehrt. So ist also die Fläche

T eindeutig auf die Ä-Ebene abgebildet und umgekehrt. Durchläuft der Punct z eine beliebige Curve

im obern Blatte von T, so durchläuft s eine Curve im Innern von L und umgekehrt. Einer Curve im

untern Blatte (^2) entspricht eine Curve ausserhalb L.

§ 132. Die Umkehrung der Function sinC,. Setzt man für die Veränderliche s einer

Funijtion f{s) die im Puncte «o den Charakter einer ganzen Function hat, eine algebraische Function

von z ein, so erhält man wieder eine Function vom Charakter einer ganzen Function in der Umgebung

des Punctes Zq, wenn s für z = z,^ den Werth sj erhält, und dort selbst den Charakter einer ganzen

Function hat, wie §68 lehrt. Setzen wir sin^ = z, so folgt aus dem Prineip der Reihenumkehvung

(§ 136), dass g eine nach Potenzen von z entwickelbare Function ist, die mit arcsinz bezeichnet zu

werden pflegt, (gelesen arcus sinusz). Wir können aber zu diesem Schlüsse schon hier durch die Be-

merkung gelangen, dass arcsinz der Logarithmus einer algebraischen Function ist. Es ist nämlich

z == sinC, = Uie-'^—e^^l {Sf—l = 2jze'?, e'S = iz ± j/l—z% g = —i\g(iz±\/ü^) = arcsinz.

Setzen wir s = iz+\/l—z^, so hat s (§ 130) überall den Charakter einer ganzen Function, ausge-

nommen in den Puncten -Hl und — 1, und im Unendlichen. Bestimmen wir die Zweige von s wie im

§ 131, so hat s im unendlich fernen Puncte des ersten Zweiges (^i == 1 für z ^ 0) den Charakter einer

ganzen Function, die Entwickelung nach absteigenden Potenzen von z enthält keine positiven Potenzen,

sondern beginnt mit der — Iten, so dass die Function dort verschwindet. Die Entwickelung des an-

deren Zweiges enthält die erste Potenz von z. Für andere Werthe von z ist s weder Null noch Un-

endlich. Demnach ist —ilgs eine Function von z, die überall, ausser für z= -f-l, — 1, oc den Cha-

rakter einer ganzen Function hat, die aber unendlich viele Zweige besitzt. In den Puncten ± 1 ist

die Function nach Potenzen von j/l—z bez. \/l+z entwickelbar, im unendlich fernen Puncte, d.h.

nach absteigenden Potenzen von z ist die Function nicht entwickelbar. Als wir im § 84 die Gleichung

sin^^ z auflösten, fanden wir, dass wenn g eine bestimmte Lösung war, die übrigen in den Formen

g + 2njt, Jt—g± 2Hjr enthalten seien, wenn n eine beliebige ganze

Zahl bedeutet, wir sind aber mittels der Darstellung von g = arcsinz
~

durch — ilgs im Stande anzugeben wie diese Werthe durch stetige

Fortsetzung der Function längs geschlossener Contouren auseinander

erhalten werden. Zunächst construiren wir die Riemann'sche wie

* verzweigte Fläche r(§ 130), die aus zwei Blättern besteht, die durch

eine Gerade l zwischen — 1 und -|-1 zusammenhängen. Im obern

Blatte ziehen wir von oc bis eine mit der negativ imaginären

Achse zusammenfallende Linie q, welche sich übei- / hinweg ins

untere Blatt fortsetzt, und dort mit der positiv imaginären Achse

zusammenfallend ins Unendliche läuft. Das linke Ufer ist das posi-

tive, das andere das negative. In der beistehenden Figur zeichnen

wir die Linien die im oberen dem ersten Zweige ^i angehörendem

Blatte verlaufen voll aus, die im unteren Blatte verlaufenden sind

punctirt. Die Durchsetzungslinie l gehört gewissermassen beiden

Blättern an, und bedeutet nur für die Zweige, nicht für die Fläche

eine Begrenzung. Nun nehmen wir an, dass s im obern Blatte, auf

dem obern Ufer von l im Puncte den Werth 1, arcsinz = —i\gs

den Werth habe. Führt man nun die Variable z über die Schlinge

a, welche — 1 positiv umkreist nach dem Puncte auf dem untern

Ufer von /, so läuft s von 1 nach —1 über eine Curve, welche den Punct der s-Ebene zur Rechten

¥\r
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lässt (wählt man für a die Ufer von l, so durchläuft s den Halbkreis 1, —i, — 1), und —i\gs ist da-

her um —/.—?JE = —jc gewachsen, es hat arcsinO dort den Werth —jc. Führt man aber z über die

Schlinge b, welche den Punct +1 umkreist, nach dem Puncte auf dem untern Ufer von /, so durch-

läuft s eine Linie von +1 nach — 1, welche den Punct der 5-Ebene zur Linken lässt, und mithin

wächst arcsinz = —i\gs (§89) um —i.m = jc und es hat also arc^mz dort den Werth -{-n, der

um 2jr grösser ist als der früher gefundene. Führt man nun den Punct z von diesen beiden Puncten

aus längs a bez. h weiter, wenn a, h unendlich nahe an q liegen, oder wenn a das positive, h das ne-

gative Ufer von q bedeutet, so dass die Werthe von z auf diesen Linien dieselben sind, so wächst s

beidemale um dieselbe Grösse, und durchläuft dieselbe Linie. Es hat also arcsinz, da es das eine Mal

von —31, das andere Mal von +n an wächst, in benachbarten Puncten der Linie q auf verschiedenen

Ufern um Ix verschiedene Werthe, und zwar ist die Function auf dem negativen Ufer um 2jr grösser

als auf dem positiven. Dies gilt nicht allein für den Theil von q, der im obei-n Blatte der Riemann'-

sehen Fläche liegt, sondern auch für den Theil der im untern Blatte liegt, denn s ändert sich beim

Uebergange über l längs a' oder h', dem positiven und negativen Ufer von q, stetig und jedesmal um
dieselbe Grösse. Auf dem positiven Ufer von l im untern Blatte hat arcsinz wie s denselben Werth

als auf dem negativen Ufer im obern Blatte in demselben Puncte. Führt man vom Puncte des

obern Blattes aus den Punct z nach einem Puncte zq auf zwei beliebigen Linien c, c', welche q nicht

überschreiten, so geht s in s^ über und zwar auf Linien, welche den Punct der ^-Ebene zusammen
nicht einschliessen. Jeder geschlossenen Gurve der ^-Ebene im Innern des Einheitskreises, welche

den Punct ü einschliesst, entspricht nämlich eine geschlossene Curve des obern Blattes der Fläche T,

welche die Puncte — 1, + 1 umkreist, also q überschreitet. Mithin hat arc sin z im obern Blatte über-

einen Werth, wenn dies durch die Linie q begrenzt gedacht wird, und wenn die Function nicht

über q hinweg fortgesetzt wird. Ein Gleiches gut aus den nämlichen Gründen auch für das untere

Blatt von T, nur liegt dort die Linie q anders. Zerschneidet man demnach die Fläche T durch die

Linie q, begrenzt die Fläche durch diese Linie, so entspricht jedem Puncte von T ein Werth von
arcsinz und jedem Werthepaare von z und arcsinz ein Punct von T. Zwei Puncten von T die über-

einander liegen, die also demselben z, aber verschiedenen Werthen von s angehören, kommen ver-

schiedene Werthe von arc sin z zu. Liegen diese Puncte z', s\ ; z', s\ auf der linken Seite von q, so

kann man von im obern Blatte wo arc sin z == ist, und von im untern Blatte wo arc sin z = —n
ist (bei q-) z nach z',s', bez. z\ s'„^ auf congruenten Wegen, etwa über ä und d' führen ohne q zu

überschreiten. Dann ist s\ .s'„ = — 1 und mithin hat —i\gs\—Hg< = —i\g{s\ .s'„) = —i\g{— 1) einen

von z unabhängigen Werth , also denselben Werth wie für z = 0, und hat also den Werth —x.

Liegt z' auf der rechten Seite von q, so gelten dieselben Schlüsse, nur ist dann —i^ss\—ilgs'., = -|-jr,

weil —ilgs'., auf dem negativen Ufer von q den Werth jr hat. Ist demnach g ein Werth von arcsinz,

so ist entweder —£—jr oder —g-f jt ein anderer Werth, je nachdem z links oder rechts von q liegt.

Nennen wir das System von Werthen, welche wir für arcsinz erhalten, wenn z die Puncte

der durch die Linie q begrenzten Fläche T stetig durchläuft, während arcsinz = im Puncte des

obern Blattes auf dem obern Ufer von / ist, den Hauptdoppelzweig von arcsinz, so ist derselbe eine

überall eindeutige und stetige Function in T, ausgenommen längs der Linie q. Längs der Linie q ist die

Function auf dem positiven Ufer um 2jr kleiner als auf dem negativen, und wird in den unendlich

fernen Puncten von T (logarithmisch) uuendlich gross. Diese Unstetigkeit längs der Linie q gehört aber

nur dem Hauptdoppelzweig an, nicht der Function arcsinz an sich. Denn man kann dieselbe stetig

sowohl in der Richtung -| als auch in der Richtung h über die Linie q fortsetzen. Nennen wir

das auf die erste Weise erhaltene Werthsystem von arcsinz, wenn nun z wieder in T verläuft ohne

q zu überschreiten, den ersten Doppelzweig von arc sin z, das auf die zweite Weise erhaltene System
den — Iten Doppelzweig, so unterscheiden sich die Werthe des ersten Doppelzweiges von den ent-

sprechenden des Hauptdoppelzweiges um 2jr, die des —Iten Doppelzweiges vom Hauptzweig um —2jt.

Auch diese Zweige lassen sich über q wieder stetig fortsetzen, so dass man unendlich viele Doppel-

zweige erhält, die sich vom Hauptdoppelzweige um ± 2nn unterscheiden, was mit § 89 übereinstimmt.
Thomae, Elementare Theorie der analytischen Functionen. 14
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Man könnte nun jedem Doppelzweige eine besondere dui'ch eine Linie q begrenzte Fläche T zuweisen,

und diese (wie im § 90) zu einer unendlich oft verzweigten Fläche zusammensetzen, in der arcsinz

eindeutig wäre. Die complicirte Zusammensetzung dieser Fläche macht es, dass wir uns auf die Fläche

T beschränken, und die verschiedenen Doppelzweige, die alle genau wie der Hauptdoppelzweig sich

verhalten, durch das Multiplum von 2jr bezeichnen, um das sie von dem letzteren verschieden sind.

Die Function arc cos z '^ i:n:
— arcsinz ist ähnlich wie arcsinz verzweigt und bedarf einer

besondern Behandlung nicht.

§ 133. Keihenentwickelung für arcsinz. Um die Entwickelung von arcsinz nach Po-

tenzen von z zu finden, holen wir etwas weiter aus, indem wir die Function sin{a arcsinz) nach Po-

tenzen von z entwickeln, wovon die Möglichkeit nach § 68 a priori feststeht, weil wir bereits bemerkt

haben, dass es möglich ist, arcsinzvn eine Eeihe von der Form 2(^0+^1-^^+ • -l-^nz"-!- • ^^zR(z)
zu entwickeln. Somit ist

. , . , „, , a^z^RHz)
,
a^z^RHz)

,

(—l)«a2n-)-i^2«-i-i^2»-t-i(2)

sin{aarcstnz)= azR(z) —5^-
-f

•—7

—

^-— . . -\-

—

'-——
j^
——rr ^^- -F . .,^ ^ ^ ' facd fach . /ac (2ra-|-l)

und diese Reihe lässt sich in eine Potenzreihe nach Potenzen von z jedenfalls so lange umordnen, als

R{z) convergirt. Setzen wir die umgeordnete Reihe gleich (p4yO)-'rfp\ifl)z+q>%{a)z'^+ . . -t-5P„(a)z"-l- . .,

so erkennen wir sogleich, dass <p^{a), <P\{a), . , <?«(«), • • ganze Functionen von a sind, und dass der

Grad von g>n{a) die Zahl n nicht übersteigt, denn R{z) ist von a unabhängig. Aus dem Umstände,

dass sin {a aresin—z) = — sin {a arcsinz) ist, schliesst man noch, dass (Pü{o) ^ Viip) • • = 9>-2m{a) =
. . = sein müssen. Die ganzen Functionen cpi(a), <f>i(a), .

. , g}2n+i{a), . . sind aber durch bez. 2, 4, . .^

2re+2, . .Werthe völlig bestimmt. Nun fanden wir, wenn a eine ganze ungerade Zahl ist, im § 97

die Reihe

.. a{a^—V) .3.^ a(a2_12) (a2_32) a{a^—V)(a'—di)(a^—b^) ._.,

die für g = arc sin z liefert

. , «(«2— 12) a(ß2_12) (a2_32) _ a(a2_12)(a2_32)(a2_52) _

sinia arc sinz) = az ——k- ^ H t^ ^^ ~~?—n 2' + • — • *j^ -' /ac3 fach fad
die für jedes ungerade ganze a mit der gesuchten Reihe übereinstimmt. Es ist mithin 5P2«-i-i(a) für

a=-j-l, ß=j;3, ..,«= ±(2w—1) der Null gleich, und ebenso für a ^ 0, weil arc {a sinz) mit a

verschwindet, verschwindet also für 2w-|-l Werthe. Ausser für diese Werthe von a stimmt aber gr)2„+i(a)

mit der Function a(a2—12) («2—32) . . (a2_(2?z—l)2):/ac(2w+l), die auch vom Grade 2n-\-\ ist, noch

für a = 2n-\-\ überein, muss also überall mit ihr übereinstimmen, so dass also die für ungerade a

gefundene Reihe für jedes a giltig ist. Sie convergirt so lange als ahs z < 1 ist. Dividiren wir nun

sin {a arc sin z) durch a, und ebenso die diese Function darstellende Reihe, und gehen mit a zur Grenze

über, so erhalten wir, da lim yz^+iCa):« = 1^.32. .{2n—iy^:fac(27i+l) = 'o'a o
—

9 4.1
^^^>

arcsinz — z+ 2"3+2'4*5'''2'4'6*7"'"2"4"6*8"9+*"'

womit die gesuchte Entwickelung gefunden ist.

§ 134. Das Additionstheorem der Function arcsinz. Ein Additionstheorem in dem

Sinne, wie es im § 76 definirt wurde, besitzen die cyklometrischen Functionen (so nennt man die

Functionen arcsinz, arc cos z, arctgz) nicht, man pflegt aber trotzdem zuweilen die Regel, nach welcher

arcsinz+arcsint durch einen einzigen Bogen ausgedrückt werden, als Additionstheorem zu bezeichnen,

und wir leiten diese Regel hier her. — Es ist sin(u+v) == sinu cosv+sinv cosu, und wenn man sinu

= z, sinv = t, u= arcsinz, v = arc sin t setzt

u+v = arc sin{sinu cosv+cosu sinv), arcsinz+arcsint = arcsin{z'\/i—tt + t\/i—zz).

Hier muss die Mehrdeutigkeit der Wurzeln [/l—zz, |/l

—

tt erklärt werden. Sind u und v bestimmte



107

Werthe von arcsinz bez. arcsint, so kann man im arc smz+a7-c sint, unter n eine beliebige ganze

Zahl oder Null verstanden, die vier Systeme von Werthen setzen, u+v±2njc, u—v—jr±2wjr,

—j<^j,-^:;r-j-2wjt, —u—y+ 2Mjr, so lange keine Bestimmung getroffen ist, welchem Zweige die Werthe

der Functionen arc sin z und arc sin t angehören sollen. Sind ferner die Wurzelzeichen so bestimmt,

dass ein Werth von arcsin{z\/\—tt-\-t\/\—zz) = u+v ist, so sind die übrigen Zweigwerthe dieser

Function gleich u+v^2njc und jc—u—y±2«jr. Die dem letzteren zugehörenden Werthe können

offenbar nicht gleich arc sinz+ arcsint sein, sondern nur die dem ersteren angehörenden. Führt man
die Variabele z um den Punct —1 herum über eine Schlinge zum Puncte z zurück, so gelangt man in

der Fläche T des § 132 in ein neues Blatt, und zu dem Werthe —u—n oder —m+jt, in beiden Fällen aber

gelangt man auf diese Weise von einem Werthe des Systems u-{-v + '2njc zu einem Werthe des Sy-

stems —u+v:t'^nn. Da gleichzeitig /l

—

zz ins negative übergegangen ist, sohlst aresin (zj/l

—

tt—
t\/\—zz) einem Werthe des Systems ji—u-\-V:\z2nji gleich. Zu arcsin{z\/\.—tt— t\/l—zz) gehört

auch noch ein Werthsystem u—v+ Inn^ kein Werth dieses Systems kann einem Werthe von arc sin z

+arcsint gleich sein. Zu den Wertbsystemen jt—w-f-f ±2wjr gehört ein Werth von arcsin(t\/\—zz

—z\/l—tt), zu den Werthen des Systems —u—v±2njt ein Werth von arc sin

{

—z\/l—tt— t\/l—zz).

Man muss also, wenn arcsinz und arcsint vollständig, d, h. wenn ihre Zweige gegeben sind, wenn man
arc sinz+arc sint = arc sin{z\/l—tt + t\/'i.—zz) setzen will noch die Vorzeichen der Wurzeln, und den

Zweig des arcussinus auf der Rechten bestimmen, was in der Regel keine Schwierigkeiten macht.

§ 135. Arcus tangensz. Mit der Umkehrung von tg^ = z brauchen wir uns nur kurz

zu beschäftigen, weil sie der Logarithmus einer rationalen Function von z ist. Es ist

, ,.
.e~'^~e'^ .1— e2'S

.^.r i+iz
tgC= l ^ tT = Z TT^ = z, e""^ = -j r- ,

\ iz
arctgz = C = füg -, ,

= z+iz'^+h^+H'^+ . . .

L-f-lZ

Die unendlich vielen Werthe von arc tg z für ein bestimmtes z sind alle von einander durch ein Multi-

plum von jr verschieden, so dass das Werthsystem in der Form arctgz + wjr enthalten ist, wenn n

jede ganze Zahl oder Null bedeutet. Ausser in den Puncten +i hat arctgz überall den Charakter

einer ganzen Function, und ist auch durch eine nach absteigenden Potenzen von z fortschreitende Reihe

„.,._„,g(l->):(l+i)^..«..(l + ±):(.-i)=l,(l + i.i + i.i + i.i +

darstellbar, so dass diese Function auch im Unendlichen den Charakter einer ganzen Function hat.

§ 136. Umkehrung der Reihen. Es lässt sich zeigen, dass ebenso, wie die convergente

Reihe f{z) = Aq+Ai^z+A2z'^+ . . eine Function von z definirt, die in der Umgebung des Punctes U

den Charakter einer ganzen Function hat, durch sie auch umgekehrt z als eine Function von f definii-t ist,

die für f= A^ verschwindet und in einer angebbaren Umgebung des Punctes ^g "^^n Charakter einer

ganzen Function hat, wofern A^ von Null verschieden ist. Zum Beweise machen wir zunächst die

Substitution z = «g, wählen a so, dass die Reihe 2A„a"Q' für g = 1 noch convergirt, und dass mithin

die Zahlen A„a'^'^ : A^, wofür wir — C„ schreiben, für jedes w über eine gewisse angebbare Zahl J/

nicht hinausgehen, da ja lim C„ = sein muss. Sodann setzen wir weiter (/(r)

—

Ao):aAi=Z und
erhalten die Gleichungen

mit deren Umkehrung wir uns beschäftigen. Das Gebiet, in dessen Innern und auf dessen Rande die

Reihe in g sicher convergirt, den durch die Puncte ±1, ±i gehenden Einheitskreis in der g-Ebene,

wollen wir dabei mit U bezeichnen. Es ist zu beweisen, dass die Gleichung durch eine convergente

Reihe von der Form ^ = Z{l+BiZ+B.,Z-^+ . . +B„Z'') = ZR{Z) zu befriedigen sei.— Giebt es eine

solche Reihe, so muss identisch

u*



108

(g—Z):ZZ =^1+^2^+53-^2 4-
. . +^^iZ«+ . . = CiRKZ)+C^ZR^{Z)+ . . +C„Z''-m"+ . .

sein, und der Coef'ficient von Z" muss (nach der Methode der unbestimmten Coefficienten) beiderseits

derselbe sein, so dass die Coefficienten Bi, B^, . . , B„ durch eine sogenannte Resursionsformel be-

stimmt werden, in der B„ durch Bi, B2, . . , Bn-i sich ausgedrückt findet. Um die Natur der hier

auftretenden Resursionsformel zu erkennen, schalten wir folgende Bemerkung ein.

Will man, unter p und q ganze Zahlen verstanden, die Potenz («o +«12+0222+ . . +anz"+ . .)«

nach Potenzen von z ordnen, und den Coefficienten von zp bestimmen, so kann man die Reihe «0+012+ •

.

in die Form Ä+ßzP+^ setzen, wenn A = aa+aiz+ . . +apz'', 5 = 0^+1+0^+22+ . . +ap+„z''+ . .

ist. Dann folgt aus dem Binomialtheorem {A+Bz^+^y = Ai+qA^-'^Bz''+'^+ . ., dass zu diesem Coef-

ficienten nur das Glied der Binomialreihe A^ einen Beitrag liefert, während die übrigen keinen Beitrag

liefern, so dass die Reihe B nicht in Betracht -kommt. Man hat also A^ allein zu untersuchen. Aus

der Natur dieser Potenz, als eines wiederholten Produktes folgt aber, dass der Coefficient von z^ eine

ganze (beiläufig homogene) Function von «o» o-u > '^p ^^^ '^i* ganzzahligen Coefficienten unter denen

sich nicht ein einziger negativer vorfindet, so dass also in dieser Function nicht ein einziges Minus-

zeichen vorkommt, vorausgesetzt natürlich, dass die Grössen «o; «u • • j «i)
unbestimmt bleiben, denn

es werden freilich negative Zeichen auftreten können, wenn man für diese Grössen negative oder

complexe Zahlen einsetzt.

Nach dieser Bemerkung kehren wir zu unserm Umkehrproblem zurück. In der zuletzt aufge-

stellten Gleichung ist der Coefficient von Z" links gleich 5„+i. Auf der rechten Seite liefern nur die

Terme C-iR\Z\ C-i,ZR\Z\ . . , Cn+^Z"R"+^{Z) einen (formal positiven) Beitrag zu diesem Coefficienten, die

weiteren Terme aber nicht. Der Beitrag von C^j^iZ^&'^\Z) aber ist das Produkt von (7^+2 in eine

ganze formal nur positive Glieder enthaltende Function von i?i, Bi, . . , Bn-f^. Da n mindestens Null

sonst positiv ist, so folgt nun, dass der Coefficient von Z" eine ganze Function von Ci, C^, . . , Cn^i,

5i, Bi, . . , Bn ist, mit ganzzahligen positiven Coefficienten. Vergleicht man die Oten Potenzen mit-

einander (setzt man n = 0), so erhält man 5, = C2, mithin ist B^, eine ganze Function von C% und Cg,

^3 eine ganze Function von 0%, C3, C4; B^ eine ganze Function von C^, C^, C4, C5; u.s.w. 5„+i eine ganze

Function von Ci,Cz,C^,..iCn-\-i mit ganzen positiven Coefficienten. Denn substituirt man in eine ganze

Function von Ci, C3, . . , f„+2, A, B^, . . , Bn für B^, B^, . . , Bn eben solche ganze Functionen von

Ci, C2, . . , Cn für 5i, B2, . . , Bn mit positiven Coefficienten, so ist eben der erhaltene Ausdruck wieder

eine ganze Function von Ci, C-2, . . , C„^i mit lauter positiven Coefficienten. Die Möglichkeit, die

Zahlen Bi, B2, . der Forderung der Umkehrgleichung gemäss zu bestimmen, erhellt hieraus, es fragt

sich aber, ob die so erhaltenen Coefficienten eine convergente Reihe constituiren. Der absolute Be-

trag einer solchen Function Bn+i, die wir mit g>n+i{C2, C^, . ., C„+i) bezeichnen wollen, wird wegen

ihres formal positiven Charakters vergrössert, wenn man darin C2, C3, . . , Cb+2 sämmtlich durch M
ersetzt, wofern abs Cj, absC^, ..~M ist, so dass also cpn+i{M, M,..,M)^ abscpn+i{C2, C^,.., Cn+2) oder

abs Bn+i ist. Hieraus ergiebt sich die Convergenz der Reihe UBn+iZ" leicht. Kehren wir nämlich die

Gleichung

Z= ^-^m-^m-^m- . . -g«if- . . = g-g2^/:(l-g) = (g-(7>/+l)g2) :(!_£)

nach derselben Methode um, so erhalten wir

^ = Z(\+9>iiM)Z+g>2(M, M)Z^+ . . +5D„+i(i¥, v¥, . ., i¥)Z"+ . .),

dass aber diese Reihe ein bestimmtes Convergenzgebiet hat ergiebt sich daraus, dass wir dieselbe nach

einer andern Methode herstellen können. Gleichviel aber, nach welcher Methode die Reihe hergestellt

wird, die Coefficienten müssen dieselben sein, müssen der Resursionsformel für Bn+i Genüge leisten.

Die letzte zur Umkehrung vorgelegte Gleichung kann in die Form gebracht werden,

£2(i/+l)_g(l+Z)+Z= 0, £ = j 1 +Z—]/Z^—{AM+ 1)Z+ 1
i

: 2{M+ 1).

Der Wurzel wurde das negative Vorzeichen gegeben, weil g mit Z verschwinden muss. Die irrationale

Function g lässt sich nach § 130 in eine nach Potenzen von Z fortschreitende Reihe entwickeln, welche

so lange convergirt, als
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alsZ < 2Ji/+l—\/\2M+iy—i = 2M+1—{2M+1} jl— 1 :{2M+iy\i

ist, und da dieser Ausdruck, wie die Entwickelung in eine nach Potenzen von 1 : (2/¥+ 1) fortschreitende

Reihe in der alle Glieder positiv sind, lehrt, grösser als 1 :(2M+1) ist, so couvergirt die Reihe jeden-

falls so lange absZ< l:{2M+i) ist, und es ist so lange zugleich abs^< 1, wenn M mindestens Eins

ist, was immer angenommen werden kann. Da die oben gefundenen Coefficienten Bn+\ = <p„-{-i{C2, C-i,

. . , C„-{-2) dem absoluten Betrage nach kleiner, höchstens gleich den Coefficienten in der Reihenent-

wickelung der irrationalen Hilfsfunction sind, so ist die Reihe JJBn+iZ" jedenfalls in einem bestimmten

Gebiete V eine convergente. Es reicht aus dieses zu wissen, das Convergenzgebiet reicht in der

Regel weiter als es hier als mindestens vorhanden gefunden wurde, die wahre Begrenzung desselben

kann an dieser Stelle nicht gegeben werden.

Jedem Werthe von C, im Gebiete U entspricht ein und nur ein Werth von Z, jedem Werthe von

Z im Gebiete V entspricht ein und nur ein Werth von g, dabei werden im Allgemeinen die Wertbe

von Z, welche dem Gebiete U entsprechen, nicht alle im Gebiete V ihren Platz habeu, aber umgekehrt,

alle Werthe von g, welche (als Function von Z) dem Gebiete V zugehören, befinden sich (wenn M
mindestens gleich 1 ist oder gesetzt wird) im Gebiete U. Da aber Z auch als Umkehrung der Reihe

g = Z-{-£iZ'^-{- . . gedacht werden kann, so lässt sich aus dem Gebiete U ein kleineres Kreisgebiet

D' aussondern, so dass den Werthen von g in ü' nur Werthe von Z im Gebiete V entsprechen.

Dann werden den Puncten von V sämmtliche Puncte von ü' und andere, den Puucten von U sämmt-

liche Puncte von V und andere entsprechen. In einem wohl bestimmten Gebiete wird demnach durch

die Reihe und ihre Umkehrung eine eindeutige Beziehung hergestellt, jede Veränderliche ist in einer

bestimmten Umgebung des Punctes eine Function der andern, mit dem Charakter einer ganzen

Function. — Da / und z mit g und Z durch die Gleichungen verbunden sind, z = ag, f= a.A^{Z—^o);

wo « durch die Bedingung definirt wurde, dass die Reihe ^lAnd!^ convergirt, so können wir den Satz

aussprechen

:

Ist /(z) = UAaz" eine convergente Potenzreihe, so ist auch umgekehrt z in der Umgebung
des Punctes A^ der /-Ebene eine Potenzreihe, welche in einem bestimmten, in seiner Grösse von

Ai, Ai, A3, , . abhängenden Kreise convergirt, wenn nicht Ai == ist. Die nach Potenzen von /—^o_

fortschreitende convergente Reihe heisst die Umkehrung der Reihe f=JSA„z'^ und ist in der Um-
gebimg des Punctes .4q eindeutig bestimmt.

§ 137. Mehrdeutige Umkehrungen der Potenzreihen. Wenn die umzukehrende Reibe

die Form hat /"= A,i+AmZ'"+Am+iz'"'^'^+ . . , so dass also ^i = 0, ^2 = 0, .
.

, Am-i = und Am der

erste von Null verschiedene Coefficient ist, so sind die vorigen Schlüsse nicht erlaubt. Man kann aber

diesen Fall sogleich auf den vorigen zurückführen, wenn man schreibt

^^^ =2fl+^^^z + ^±?z2-f . . +^-^Zn+ . .r^zil+A\z+A',z^+ . . +Xz"+ . .)
A,„ \ ' Am Am A„,

weil {i+ {A„+iz: A„)+{Am+iz'^:Am)+ . .)"' nach §68 den Charakter einer ganzen Function hat, und

also gleich 1 +^',2+^22^4- . . gesetzt werden kann. Nach den im vorigen Paragraphen gefundenen

Sätzen folgt hieraus sogleich, dass in einem bestimmten von A\, A\, . . also von Am, Am+i, ab-

hängendem Gebiete, z durch eine nach Potenzen von [//

—

A^ fortschreitende Reihe darstellbar ist, die

in jedem Puncte des Convergenzgebietes, weil die mXQ Wurzel m-deutig ist, »«Werthe besitzt. Die Func-

tion \/f
—Aq und somit z ist eine eindeutige Function von f in einem Gebiete, welches aus ?« Blättern

besteht, die in Puncte A^ durch einen Verzweigungspunct (einen m—Ifachen Verzweigungspunct) mit-

einander verbunden sind, wie ein solcher im § 108 beschrieben ist.

§ 138. Erweiterung des Umkehrproblems. Wir betrachten jetzt eine Reihe a =
a^s-\-ais''-\- . . +««5"+ . . , in welcher a, «), a^, . . Functionen von z sind, die sich nach ganzen Po-

tenzen von z entwickeln lassen. Dabei nehmen wir an, dass a mit z verschwinde, a^ hingegen mit z
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nicht verschwinde. Dann sind auch a-.Ux^c', a^:a^= —c'^, 03:0(1=

—

c\, . ., ö„:ai=

—

c'„, . .

Functionen von z, die in der Umgebung des Punctes Null der z-Ebene den Charakter einer ganzen

Function haben, die durch Reihen darstellbar sind, welche nach ganzen Potenzen von z fortschreiten.

Dabei ist noch vorauszusetzen, dass das Convergenzgebiet von «„ nicht mit wachsendem n unter jede

noch so kleine Zahl herabsinke, woraus dieselbe Eigenschaft für c'n von selbst resultirt. Hierauf machen

wir die Substitution 2 = «£, und richten a so ein, dass die Reihen c', c'.,, C3, . . für g ^ 1 convergiren.

Die Coefficienten der Potenzen von £ in diesen Reihen, welche Produkte der Coefficienten der Potenzen

von z multiplicirt in Potenzen von a sind, besitzen alsdann in Bezug auf ihren absoluten Betrag eine

obere Grenze G, weil sie mit wachsenden Indices gegen Null convergiren. Mit dieser obern Grenze

dividiren wir c', c'.,, 4, . . und setzen c' : G = c, c',:G = c-i, . . , cL: G = Cn, . . , so dass wir es mit

der Gleichung zu thun haben
C = S—Cj*"^ C^S^—CiS^— . .

—c„s"'— . .
,

worin c^, C3, . . , c„, . . nach ganzen Potenzen von g fortschreitende Reihen sind, deren Coefficienten

ihrem absoluten Betrage nach kleiner oder höchstens gleich den Coefficienten der Reihe l+g+£2+ . .

^gn_|_
. . sind, während c mit g verschwindet, und Coefficienten hat, die absolut genommen =1 sind.

Ist nun äbsC, < 1, so sind C2, Cg, . . , c„; . . sämmtlich endliche Grössen, und es ist nach § 136 5 =
c+BiC^+BiC^+ . .

+5„c"+i+ . . , worin By, B-i, B^, . . , Bn+i, . . ganze (formal positive) Functionen

von C2, C3, . . , Cn+i, sind, und mithin Functionen von C, die den Charakter einer ganzen Function

haben, so lange abs^<l ist, und es convergirt diese Reihe jedenfalls, so lange c den Werth 1 : 2M+i
nicht übersteigt, wenn M= 1 : (1

—

abs^) ist. Dies hat für Werthe von g deren absoluter Betrag eine

gewisse von den Coefficienten in c abhängige, jedoch von Null verschiedene Grösse nicht übersteigt,

jedenfalls statt, weil c mit g verschwindet. Eine wichtige hier zu erledigende Frage ist aber die, ob

sich diese Reihe auch nach Potenzen von g ordnen lasse. Zu diesem Zwecke betrachten wir die Reihe

ö = Y+ßir-+ß27^+ß37^+ . • , in welcher die ßi_, ßi, . . , ßn, • • aus den B^, B^, . . , Bn, . . dadurch

hervorgegangen sind, dass c-i, c-i, . . , Cn, . • sämmtlich durch l+g+g2+g3+ . . = i:(i_g) ersetzt

worden sind, und in welcher 7 = g: (1—£) = £+gHg^+ . • ist. Es sind dann die Coefficienten in

ßi, ßi, • -
j ßn, • • bez. dem absoluten Betrage nach grösser, mindestens gleich den entsprechenden Coef-

'

ficienten der Entwickelungen von B^, B^, , B„, . . und ebenso sind die Coefficienten in 7 absolut

genommen grösser als die von c, und es werden also auch, wenn man nach Potenzen von g ordnet, die

Coefficienten von 7"|3„+i grösser mindestens gleich den Coefficienten von c''B^+i sein. Dass aber 2:Y''ßn+i

sich in eine Potenzreihe nach g umordnen lässt, ist leicht ersichtlich. Es ist nämlich eine Irrationa-

lität, und durch die Gleichung

g = ö(l—g)—öö:(l—ö) oder 00(2—g)—ö(l—2g)+g =
bestimmt, und lässt sich nach Potenzen von g entwickeln, so lange a&sg < (3— /2):4, die kleinere

der Wurzeln der Gleichung (1—2g)2—4g(2—g) = 1—12g+8g2 = ist. In demselben Umfange muss

um so mehr sich die Reihe für s in eine nach Potenzen von g = z : « fortschreitende Reihe umordnen

lassen, so dass wir zu dem Resultate gelangt sind.

Ist a+aiS+aiS^+ . .+a„s"+ . . eine in einem bestimmten Gebiete convergente Doppelpote)izreihe,

sind also a, «i, «2) • •
i

'^s«, • . Beihen, die nach Potenzen von z fortschreiten, und verschwindet a mit z, hin-

gegen verschrvindet «i mit. z nicht, so ist s eine Function von z, die in der Umgebung des Pxmctes den

Charakter einer ganzen Function hat.

§ 139. Die algebraischen Functionen. Einen speciellen Fall der im vorigen Paragraphen

behandelten Functionen bilden die algebraischen. Es sei

f{s, z) = f(s, z) = = ao+«i*+«2*^+ • • +««*";

und es seien «o, o-u • , «» ganze Functionen von z, von denen keine den mten Grad übersteigt, aber

wenigstens eine erreicht. Ferner können wir annehmen die Gleichung sei irreduktibel, d. h. sie lasse

sieh nicht in zwei Factoren zerlegen, die selbst ganze Functionen von s und rationale Functionen von

2 sind. Die Untersuchung einer solchen Gleichung würde in die Untersuchung zweier anderen ein-
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fächeren zerfallen. Ist nun für z = a ß Qm Werth von s, der die Gleichung f{s, z) = befriedigt, so

können wir durch die Substitution z = z'-\-a, s^s'+ß die Function f{s,z) in eine andere f>{s',z')

umformen, welche für z' = 0, s' = zu Null wird. Es sei alsdann <p = a'^+a\s'-^a'.,s''^-\- . . +aits'"

= 0, so hat, wenn a\ mit z' nicht verschwindet, s' den Charakter einer ganzen Function von z' in

der Umgebung des Punctes 0, d. h., es sind

s' = ß^z'+ß^z'^+ß^z'^+ . ., s = ß+ßi{z—a)+ß.Xz—ay+ . . +,3„(z—«>+ . .

in einem bestimmten Bezirk convergente Reihen, s hat in der Umgebung des Punctes a den Charakter

einer ganzen Function. Es giebt, weil für z = « im Allgemeinen n Werthe von s vorhanden sind,

welche die Gleichung /= befiiedigen, im Allgemeinen n verschiedene Entwickelungen, welche n ver-

schiedene Zweige der Function s constituiren, von jedem Zweige ein Element bilden, es kann aber auch

nicht mehr als 7i Zweige geben, weil nur n Werthe von s vorhanden sind.

§ 140. Die singulären Stellen der algebraischen Function. Unsere Schlüsse werden

hinfällig, wenn a\ mit z' verschwindet, in diesem Falle ist f{s, z) für z = a nicht blos durch s—ß,

sondern durch {s—ßY theilbar, und also haben f{s,a) und /"'{s, a) ^ ai-\-2aiS+ . . +wa„Ä""-^ (die Ab-

leitung in Bezug auf s) den Factor s

—

ß gemein. Sucht man nach der Methode des § 114 den gemein-

samen Theiler zwischen /(s, z) und f'{s, z), so erhält man (wenn die Gleichung /"= irreduktibel ist)

für allgemeine Werthe von z einen Rest, der eine ganze Function von a : a„, «i : a„, . . , a„_i : a„, also

nach Multiplication mit einer Potenz von a„ eine ganze Function von z ist, deren Grad endlich ist.

Kur da wo diese Function verschwindet, also nur für eine endliche Anzahl von Werthen von z, für

welche von den ?iWerthen von s zwei oder mehrere zusammenfallen, kann s singulär sein. (Die-

jenige ganze Function von z, welche durch ihr Verschwinden angiebt, wo und wie oft Werthe von s

zusammenfallen, wird Discriminante der Function f(s,z) in Bezug auf ^ genannt, ihre bequemste

Herstellung wird durch Anwendung der Determinanten erreicht.) In den Puncten (die eine endliche dis-

crete Mannigfaltigkeit bilden), in denen /"{s, z) und f\s, z) gleichzeitig verschwinden, fallen die Werthe

zweier oder mehrerer Zweige der Function s zusammen, und (im Allgemeinen) sind diese Stellen Puncte,

um welche herum sich ein Zweig von s in einen andern fortsetzt, Verzweigungs- oder Windungspuncte.

Wir beschränken uns hier auf den Fall, dass nur /'(.?, z)^ nicht aber auch /""(s, z) = 2a-2+2 . 3a2*+3 . 4a44'-

+ . . +{n—l).na„s''~^ für z = a, s = ß verschwindet. Setzen wir /'(s,z) = a'a+a[{s—ß)+a'.Xs—ß)^

+ . . -|-<(s—(3)", und setzen z—a = g^, s—ß = ö . g, < = &o • £^ «', = &i £^ < = h, , a'n = bn,

wo &o, &1, . . , bn ganze Functionen von g sind, von denen b^ mit g nicht verschwindet, so erhalten v.ir

aus /"(s, z) = durch Division mit gg die Gleichung

Verschwindet b^ mit g nicht, so wird a mit g nicht 0, sondern nimmt für g = den Werth \/
—bo{i)) : 69(0)

an, wenn bf,{0), 6^(0) die Werthe von b^, b^ für g == sind. Wir wollen diese Werthe mit 7 be-

zeichnen. Durch die Substitution = a'+y verveandelt sich diese Gleichung in die folgende =
c„+ciö'+c2ö'2-f . . +c„ö'", wo Co für g = den Werth bü{Q)+r-b2i(i) = i), Ci für g = den Werth

2y&2(0), C2 den Werth b^iQ) annimmt, so dass 0', weil diese Gleichung den Bedingungen des vorigen

Paragraphen genügt, eine nach Potenzen von g entwickelbare Function ist. Es ist also

ö = /+riS+72£'+ . • +7»$"+ , « = ß+7\/¥^)+7iV{^—4'+ +7«l/(^—ß)^"+'+ • .,

worin y,, 72, . . Constanten sind, und es hat s in der Umgebung des Punctes z ^ a zwei Zweige,

die ineinander übergehen, wenn z den Punet a umkreist. Damit ist das Verhalten dieser Zweige

charakterisirt.

Wenn aber 60 verschwindet, so muss a'„ den Factor (z—«)- enthalten. Dann kann man z

—

a

^ z', s = s'z' setzen, so gewinnt nach Division mit z'- die Gleichung /"(*, z) = die Form a"+a"s'

+a'y^+a"s^z^+ . . +anS''z'"—^ = 0. Die Function s' ist nun in der Umgebung des Punctes z' =
weiter zu untersuchen, und hat jedenfalls dann in der Umgebung dieses Punctes den Charakter einer
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ganzen Function, wenn nicht für 2' = wieder Werthe der verschiedenen Zweige von s' zusammen-

fallen. Hierauf wollen wir nicht weiter eingehen, und nur bemerken, dass diese Untersuchungen mit

denen zusammenfallen, auf welche in der Geometrie die Betrachtung der mehrfachen Puncte, Rückkehr-

puncte u. 8. w. führt.

Die Ordnungen, Ordnungsmasszahlen, und schärfere

Convergenzkriterien.

§ 141. Die Ordnungen. Wenn eine stetige Function der reellen Veränderlichen x an der

Stelle a den Werth A annimmt, so verschwindet f{x)—A für x ^ a. "Nähert sich aber für abnehmende

X (/(a+x)

—

A) : x einem bestimmten von Null verschiedenen Grenzwerthe, so sagt man /"(x)—A ver-

sehwinde dort in der ersten Ordnung. Ist /i eine beliebige positive Zahl, und nähert sich {f{x)—A):

(x—a)"" für abnehmende, gegen a convergirende Werthe von x einem endlichen Grenzwerthe, so sagt

man f{x)—A werde für abnehmende x an der Stelle a; ^ a in der ,aten Ordnung Null. Man kann

diese Zahl fi auch als Mass der Stetigkeit von /"(a;) an der Stelle a ansehen. Dieses Mass ist um so

grösser, je grösser fi ist. Für praktische Zwecke ist es nützlich, die Zahl /i nicht blos dann als Stetig-

keitsmass anzusehen, wenn lim {f{x)—A) : (x—a)'^ gegen einen bestimmten Werth convergirt, sondern auch

dann wenn der Quotient {/"{x)—A) : (x—a)'" für abnehmende x unendlich viele Maxima und Minima hat,

sich keinem bestimmten Werthe nähert, aber in endlichen Grenzen enthalten ist. Nähert sich nur für

ein negatives [i der Quotient einem endlichen Werthe, so ist die Function unstetig. Man kann dann —fi

als Ordnung des unendlich Werdens ansehen. Nähert sich für solche x, welche über alle Grenzen wachsen

f{x) : x^ einem bestimmten Werthe, so sagt man f{x) werde im Unendlichen dort in der /^ten Ordnung

unendlich. An welchen Stellen man das unendlich Werden oder Verschwinden einer Function unter-

sucht, ist nicht wesentlich, wenn es nur darauf ankommt die dabei vorkommenden möglichen Ordnungen

zu discutiren und kennen zu lernen. Wir wollen deshalb eine Eeihe von Functionen für positiv ins

Unendliche wachsende x also im Unendlichen betrachten.

Sind zwei Functionen von x in Bezug auf die Ordnung ihres Unendlichs im Unendlichen zu

vergleichen, so sagen wir die Ordnung von f(x) sei dort grösser als die von 50(0;), wenn f{x):^{x) mit

x über alle Grenzen wächst, sie sei kleiner, wenn der Quotient endlich bleibt und zuletzt bestimmt Null

wird. Dies ist ein ausreichendes Princip die Ordnungen der Grösse nach miteinander zu vergleichen.

Ist V > (M, so ist die Ordnung von a;" grösser als die von x^. Jede reelle Zahl [i ordnet sich einer

bestimmten Ordnung des Unendlichwerdens zu, und den negativen Zahlen 11 kann man solche Func-

tionen entsprechen lassen, deren reciproke im Unendlichen in der —/^ten Ordnung unendlich gross

werden. Das Umgekehrte findet aber nicht statt, dass jeder Oi-dnung eine bestimmte Zahl zugewiesen

werden könne, in dem es sowohl bestimmte Ordnungen giebt, die über alle Grenzen gross sind, als

auch Ordnungen, die kleiner als jede angebbare Zahl und doch von Null verschieden sind. Wir
wissen, dass e^ : ic" für jedes noch so grosse n mit wachsendem x über alle Grenzen wächst, so dass

der Function e^ eine unendlich hohe Ordnung zuzuweisen wäre. Andrerseits ist, wie klein auch e sein

mag, lim x^ : lg x unendlich gross, denn setzt man lg x = u, so ist x^ : lg x = e*" : u und wächst also

mit wachsendem u oder x über alle Grenzen, deshalb ist die Masszahl der Ordnung von Iga; kleiner

als jede noch so kleine Zahl g und doch grösser als Null, wenn man der Zahl die Constante (a;") zu-

weist. Offenbar ist (jM > 1) die Ordnung von (Iga;)"" grösser als die von Iga; und zwar /imal grösser, d. h.

wenn Igx als Masseinheit der Ordnungen genommen würde, so würde (Igx)'^ die Masszahl fi zuzu-
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weisen sein. Um Zahlen zu erhalten, welchen auch die logarithmischen Ordnungen eindeutig zuge-

wiesen werden können, kann man die Potenzordnungen den gemeinen Zahlen, die logarithmischen

Zahlen mit einer neuen Einheit li zuweisen, etwa so, dass die Ordnung der Function a;".(lga;)'* einer

complexen Zahl von der Form a+ßli zugewiesen wird. — Gegen die logarithmischen Ordnungen sind

die der Logarithmen von Logarithmen wieder unendlich klein, und um ihnen Zahlen zuzuweisen, muss

man wieder eine neue Einheit etwa ^2 einführen, so dass die complexe Zahl a+ßh+yh die Ordnungs-

masszahl der Function x'^{\gx)^ (Iglgxy ist. So kann man fortfahren und der Function x"(lga;)'*

(lg lg x)5' (lg^'> x)^ . . (lg<">a;)'', (Iglglgx ^ lg'")(a;), u. s. w. gesetzt) eine complexe Zahl von der Form

a+ßli+yl2+ . . +vl» zuweisen.

§ 142. Die Ordnungsmasszahlen. Die eben gebildeten Zahlenformen können als complexe

Zahlen mit unendlich vielen Einheiten angesehen werden, wobei auch noch rückwärts Einheiten etwa

/_!, /_2, . . zugefügt werden könnten, welche den Ordnungen von e^, e^", . . entsprechen, was wir je-

doch unterlassen wollen. Dabei tritt aber ein eigenthümlicher Umstand ein, der sie von complexen

Zahlen wie sie meist gebildet werden unterscheidet. So viel Einheiten ein complexes Zahlengebiet

enthält, so viele Dimensionen hat es. Die hier gebildeten Zahlen aber sind, wenigstens in Riemann's

Sinne, Zahlen von einer Ausdehnung, so dass sie unendlich mal unendlich viel dichter als die ge-

meinen Zahlen sind. Riemann sagt, (Ueber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen,

§ 2), „geht man bei einem Begriffe, dessen Bestimmungsweisen eine stetige Mannigfaltigkeit bilden, von

einer Bestimmungsweise auf eine bestimmte Art zu einer andern über, so bilden die durchlaufenen

Bestimmungsweisen eine einfach ausgedehnte Mannigfaltigkeit, deren wesentliches Kennzeichen ist, dass

in ihr von einem Puncte nur nach zwei Seiten, vorwärts oder rückwärts, ein stetiger Fortgang mög-

lich ist." Dieses wesentliche Kennzeichen ist aber hier vorhanden. Der Begriff der verschieden be-

stimmt werden kann ist bei uns der Begriff der Ordnung. Von jeder Ordnung giebt es nur einen be-

stimmten Fortschritt zu einer grösseren oder kleineren Ordnung. Es ist ein solcher nur nach zwei

Seiten möglich. Die Zahlen a+ßli+yh+6k+ . ., a'+ß'lf+Y'l2+S'k+ . . sind gleich, wenn a ^ a',

(3 = /?', y = y', . , ist, die letztere Zahl aber ist kleiner als die erste, wenn die erste der Differenzen

ß—ß', ß—ß', 7—/', 6— (J', , . , die nicht verschwindet, positiv ist. Setzt man, um diese Zahlen mit-

einander multipliciren zu können, fest, dass lß-lv = If^+v ^^^^ ^ol'» ^o findet man

{a+ßh+Yl,+ . .){a'+ß'h+fh+ . .) = aa'+{aß'+ßa')h+{Ya'+ßß'+af)h+ . .,

und es kann dieses Produkt nicht Null sein, wenn nicht ein Factor Null ist. Denn hierzu müsste

aa' = 0, aß'+ßa' = 0, . . sein. Ist nun ß' = 0, a nicht, so muss a.ß' also ß' Null sein etc. Es ist

deshalb auch die Division für solche Zahlen eindeutig, und die Rechnung mit ihnen führt auf keinerlei

Widerspruch, nur sind zu ihrer Ausführung die Einheiten /_i, Lo, . . nöthig, wenn der Theil des Nenners

1 1 / /3 r \-i
ist, welcher eine gemeine Zahl ist. Ist « nicht 0, so ist ^

;
^— 1 + — A + —4 . •

ci+ßli+ yl2+ . . a\ ß ß /

nach dem binomischen Satze auszuführen. Dass diese Zahlen in der Analysis bisher nicht als

Rechnungselemente eingeführt sind, hat seinen Grund darin, dass ein Feld für Anwendung derselben

auf Probleme der angewandten Mathematik für sie noch nicht gefunden ist.

§ 143. Die Frage nach dem kleinsten Unendlich. Da \g\gx mit wachsendem x
schwächer als lg(a;), lg^"+''-^{x) schwächer als lg<">(a;) unendlich wird, und da man n grösser und grösser

nehmen kann, so gelangt man offenbar niemals zu einer Ordnung, die die kleinste von verschiedene

ist. Merkwürdig aber ist es, dass, wie Herr du Bois-Reymond gezeigt hat (Grelles Journal Band 76

pag. 88), Functionen gebildet werden können, die schwächer über alle Grenzen wachsen als lg''(x), wie

gross auch n sein mag. Bildet man nämlich eine Function ip(a;) in folgender Weise, dass man ihr

den Werth 1 für das x zuertheilt, für welches lg a; ^ 1 wird, {x = e), den Werth 2 für das x, für

welches lg lg a; = 2 wird, den Werth 3 für das x, für welches lg lg lg x = 3 wird, u. s. w. den Werth

?j für das x, für welches lg'")(a;) = n wird, u. s. f., so kann man leicht für andere Werthe von x ip so

einrichten, dass tp fortwährend wächst und tiberall stetig ist, z. B. dadurch, dass man zwischen Xn und
T h m a e , Elementare Theorie der analytischen Functionen 15
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a;;^4-i, wenn xp{xn)= n, %p{x„+i) = w+1 ist, rp{x) = x : {x„+i—Xn) + (jiXn+i—{n+l)x„): (x^+i—Xn) setzt,

und es wird dann die Function tp{x) mit wachsendem x unendlich gross. Offenbar aber verschwindet

rp{x) : lg(">(a;) was auch n sein mag, weil ip(x) von x = a;„+i an immer kleiner als lg("+i)(x) bleibt, womit

die Behauptung erwiesen ist. lg xp{x) wird offenbar wieder langsamer unendlich gross etc., so dass unend-

lich viele solcher Functionen existiren. Die Ordnungszahlen a+ßli+yl2+ . reichen demnach keines-

wegs aus, jeder möglichen Ordnung eine solche Zahl zuzuweisen, sondern es lassen sich dieselben noch

unendlich viel dichter machen, und es ist eine Grenze niemals zu erreichen, und wirklich erschöpfende

Systeme von Ordnungszahlen giebt es nicht.

§ 144. Schärfere Convergenzkriterien. Wir fanden (§24), dass die Reihe i:i:n- ab-

solut convergent sei. Es ist aber leicht zu zeigen, dass auch ^1 :w^+'' convergire, wie klein auch die

positive Zahl ö sein mag. Es bedeute zur Erleichterung der Bezeichnung ^ eine Snmmation, in wel-

cher der Buchstabe n die Zahlen 0, 1, 2, . . oo durchläuft. Sind a, b positive Zahlen, so ist die Reihe

2;(

—

\y:(an+by convergent, wenn ö positiv ist, weil ihre Terme abnehmen, und die Zeichen wechseln.

Wir setzen die Summe derselben gleich S(ö), so können wir S{<}) durch die Reihen ausdrücken

\.{2an+by {{2n+l)a+byJ b" \{{2n+\)a+bY {{2n+2)a+byJ

die absolut convergent sind. Schreiben wir die erste dieser Formen wie folgt

und setzen auf Grund des binomischen Lehrsatzes

a / a \\<7 , oa
,

oaa o.o—laa&n
1— ;^ r-r 1— TTJr-TTNT-nÄ = 1

—
^^ „ , ». + /^.„„ , i,n /^o., . ^^^ , ^T + -

'lna+b\ ((2?i+l)a+&)7y %ia+b^ {1na+b) {{2n-\-\)a+b) ' 2(2na+&)2 '

so ist &„ eine endliche, mit wachsendem n gegen 1 convergirende Zahl, Setzen wir weiter die Reihe

1
,

Ö—l.Sn
(2«a+&)l+''((2?i+l)a+ö) 2(2wa-|-ö)2+<^

die absolut convergent ist, weil ihre Terme rascher wie 1 : n'- abnehmen, so ist

S(ö) = Saa: (2a?z+&)i+'^ + aaöE.

Da nun die Convergenz von ^(ö) für jedes noch so kleine ö bekannt ist, so folgt, dass 2\ : {ian+bY^"

,

oder wenn man & = 1, a = setzt, die Reihe 21 .{n+iy+'^ convergent ist, was zu beweisen war.

Wir können hier aber noch aus der zweiten Form von S{o) ein Resultat erhalten, (vergl. Heine, Grelles

Journal B. 31 pag. 133), welches Dirichlet mit der Theorie der bestimmten Integrale gefunden hat, das Re-

sultat, dass lim i:a6:{an+by+^ = 1 sei, wenn limö == ist. Es lässt sich nämlich die zweite Form

von 5(ö), genau so wie die erste transformirt, in die Gestalt schreiben -S(ö) = 1 : b'^Sao : ((2w-t- l)a+&)^+'^

+aaöH, wo H wieder eine endliche Zahl (convergente Reihe) ist. Zieht man diesen Ausdruck für

^(ö) von dem früher gefundenen ab, so erhält man die Gleichung 1 : 6<^+aaö(Z?—-E) = -Saö: (are+&)'+*'

wei klein auch ö sein mag. Da aber b" der Grenze 1 zustrebt, so ist lim^aö: (««+&) ^+'' = 1.

Die Reihe I;a„ ist nach diesen Untersuchungen convergent, wenn lim A?i^+'^ für ein beliebig

kleines ö mit wachsendem n endlich bleibt oder verschwindet. Will man hierfür lieber ein Kriterium

haben, in welchem J„+i:An den Ausschlag giebt, was manchmal bequemer ist, obgleich ein solches

Kriterium immer weniger allgemein ist, weil es durch (endliche) Umordnung der Terme gestört wird,

so beachten wir, dass 2An convergirt, wenn (von einem bestimmten Terme an) abs {An+i : An) <
(^_l)l+<r:jii+(r ist. Es ist aber, wie der binomische Satz;lehrt, für hinlänglich grosse n {7i—iy+'^:n'^+^

= (^l_i)
"*" > 1— 1— - so dass also UAn convergirt, wenn von einem bestimmten Terme ab

\ 71

J

n 71

abs(A„j.,- A„)<1 ist. Hierfür eine Anwendung. Mit Gauss versteht man unter /"(«,&, c, 2)
^ "^ ' n 71

die hypergeometrische Reihe
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ab a 0+1 b_ H-1 ^ a a+1 a+2 & &+1 &+2 , a a+1 ffl+2 a+3 b_ &+ 1 0+2 0+3
^

"^Ic^"*"! 2 c c+l"'"*"! 2 3 c c+1 c+2^'"'"l 2 3 4 c c+1 c+2c+3^
"^ "

'

welche in jedem Falle so lange absolut conrergent ist, als absz<l ist. Wir fragen, in welchen

Fällen sie auch noch für r = 1 eonvergirt. Schreiben wir das allgemeine Glied der Reihe für z = l

in die Form

1 /,_L«^.-F f^^?^.-n ,j,^^\-i fT^l].-2 ft^i
' +& ['ny -V + n' ".Ml + T^ ^.1+^)^ ^..(1 + %

-- = An
c c 1 1 1

l + y]e . .(l + -)e " .e '^
^ ^

. n'^ '^ ".(w+l)

a a b

Dann nähern sich für wachsende n die Ausdrücke T-{^ + r)^ ..(l + -je ",&.fl +
b

\ £. / \ £.

M + -|e "; 7(1 + 7)^ ^..(l + -)e " bestimmten endlichen Werthen, weil sie absolut con-

11 1 ,

vergente Produkte sind (§ 123), ebenso nähert sich e ^ ^ '* einem bestimm-

ten Werthe g^lifi—o^—b)^ wenn M die Mascheronische Constante bedeutet. Wenn demnach der reelle

Theil von c—a—b positiv, etwa gleich ist, so bleibt An'n}'^° mit wachsendem n eine endliche Grösse,

und die Eeihe ist also convergent, so lange der reelle Theil von c grösser als der von a+& ist.

Gegen Null convergiren die Coefficienten An auch noch, wenn der reelle Theil von c—a—b

grösser als —1 ist, woraus man wenigstens für reelle a, b, c mittels der im § 98 angewandten Methode

leicht schliesst, dass F{a, b, c, z) auf dem Convergenzkreise abgesehen vom Puncte 2 = 1 noch eonver-

girt, wenn c+1 > a+b ist.

§ 145. Die logarithmischen Convergenzkriterien und ihre Tragweite. Wir be-

zeichnen wieder mit Ig^^'z die Function von z, die entsteht, wenn der Logarithmus von z, hiervon der

Logarithmus, davon wieder der Logarithmus u. s. w. im Ganzen »imal genommen wird. Dann ist

(mit Rücksieht auf die logarithmische Reihe § 93)

lg(™+i)(,i+l) = lg(™-H) (^n(^x + i^^ = IgwAgM+ lgA +
'^Jj

= Igf"» (^lg„+ A=^),

wenn d„ eine Zahl bedeutet, die mit wachsendem n verschwindet. Weiter ist

lg<'"+i)(«+
1) =\s<'^'(\gn (1 +^^)) =lg^"-^^(lg lg?^+lg(l + ^^))= Ig^»-'^ (lg lg^+ ^^1^)

,

wo ö'n mit wachsendem n wieder gegen Null eonvergirt. Dies kann man schreiben

i—6n—ö'„
lgr-{lglgn(l +l^^)) = lgr-.(lglglgn+lgl+

7̂i.lgn]g\g7i

u. s. w., so dass man schliesslich erhält

Ig(»+')(«+ 1) = lgf"'+i^(w)+ -j

—

}~^"
,

^ ^ ' ' *= ^ ^ ?2lg?2]glgre . . \g^'"^n

worin zJ„ (gleich ö„+6n+ . . +(J") mit wachsendem n gegen Null eonvergirt. Mithin kann man n so

gross annehmen, dass 1

—

An, 1

—

A„+i, 1—z/„+2, . . die Zahl * übersteigen, weil ja diese Grössen der

Eins sich beliebig nähern. Ist nun v ein Werth von 7i, für welchen dies statt hat, so stellen wir die

Gleichungen auf
1—^„

lg yi-r^) lö {V) -t-
,, lg j, lg lg ^ _ lg(m) (j;)

.

lg(m+l,(^+ 2) = lg('"+^)(i,+ l) +
(^+i)lg(^+ i)lglg(^^^i) . . lg'.(,,+ l)

'

15»
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und bilden ihre Summe, so folgt

lg in+l) lg C^) ^M/,lg/,lglg^..lg(™)(^)

Wächst n über alle Grenzen, so folgt, dass die erste, und um so mehr die zweite der Reihen

^ 1—zl™

-^^C") wlgnlglgra . . lg('"-»(w)' -^(»^ wlg?ilglg?i . . lg('»^(w)

divergirt. Addiren wir aber die Folge von Gleichungen

lg("'+l)(,;+iy Igl^'+I),;^) ^ \—A^

(lg(™)(j;))<7 (lgW(2;))'' vlgrlglgj^ . . lg("'-')(i;)(lg("')(y))'+<^'

lg(/«+i)(t,+2) lg<"'+'V+l) _ 1—^v+i
.

(lgW(^+T)r (lg"">(^^+ I))'' (2^+ l)lg(j^+l) . . lg('"-')(x'+l) (lg("'J(x^+l))^+'^
'

in infinitum,

so strebt die Summe der linken Seiten gegen eine bestimmte Grenze und folglich auch die Eeihe,

welche durch Summation der rechten Seiten erhalten wird. Hierzu ist zu beweisen, dass die aufein-

anderfolgenden Terme der Reihe

lg'"'+')(M+l) lg('"+')(w) lg("'+')(w+2) lg<'"+'>(?z+l) _
(lg(m)(^))<T (IgW(re))<^ (lg('")(w+ l))'^ (lg(»)(K+l))<'

von einem bestimmten Terme an fortwährend abnehmen, was wegen des Zeichenwechsels zur Conver-

lg('»+i)C^) lg('"+i)(w+2)
s:enz ausreicht. Es muss also von einem bestimmten n ab fortwährend — ^-^ > — ^^

^
(lg(-)(w))<^ (lg("')(w+l))''

/lo-C"'){'re+l')\<7 lg('"+^>(')i+2)
sein. Dies findet wirklich statt, wenn ( °i „.(„)/ n ) > , , \ —- , und also wenn

1 1

1-^" Y>i+ ^=^
^nlgwlglgw . . lgW(n)y Mlgwlglgw . . lg('"+')(w)'

oder endlich wenn, unter ?]„, e„ mit wachsendem n verschwindende Grössen verstanden

;j^ ^ 2 e

^+'^n\gn .. lgW('») ^^"^»dg« . . lg(-+')(n)'

ist. Dies ist richtig, denn Avie klein auch die positive Zahl o sein mag, so kann doch n so gross ge-

nommen werden, dass

1—
?;„ 1

2—£„
od r öfl— ) >

^~^"
'^
n\g7i . . lg("')(n) ^ ig('«+i)(„j'"wlgn . . lg(""(w) ' ° ^^

^
^"

\g^"'+'^{n)
'

wird. Folglich ist die Reihe

lg(-H)(._+ll__ lg(-+^)(.) lg(-+')(.+2) _l^^Hv+ll ^ _

_ .^ ^

convergent, und also auch die ihr gleiche Reihe

^w nlgn . . lg('"-'>(w) {\gC">(n)y+''
'
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oder es ist mit Rücksicht darauf, dass von einem bestimmten n ab 1

—

An die Zahl \ übersteigt, die Reihe

^ 1 .
.

absolut convergent. Hiernach kann man das allgemeine Theorem aussprechen:

Ist eine unendliche Reihe gegeben ^

deren Terme mit wachsendem n so abnehmen, dass von einem bestimmten ab das Produkt

^„ . re . Igra . lg Igw . .
lg('»-i) («) . (IgC"'^ (ra))'

+<^

für ein positives ö endlich bleibt, so ist die Reihe convergent. Muss man aber, damit das Produkt

endlich bleibt, ö der Null gleich annehmen, so ist die Reihe divergent. Man kann die Function w.lgw.

Iglgre . . (lg<''"-'(w))'+'^, oder das nach § 142 ihr zugewiesene Zeichen l+/i+^2+ .. +(l+ö)/„ dasMass*)

der Reihenconvergenz nennen, weil eine Reihe (im Allgemeinen) um so schlechter convergirt, je mehr

in dem Zeichen (der complexen Zahl) 1+^+4+ . . +(l+ö)4 complexe Einheiten enthalten sind.

Dies logarithmische Kriterium, welches man leicht in ein Kriterium umwandelt, in welchem

^n+i'-^n entscheidend ist, kann als ein sehr scharfes bezeichnet werden, und seine Tragweite erstreckt

sich so weit, dass es bisher in der Analysis für Converge«zbestimmungen wohl immer ausgereicht hat.

Gleichwohl giebt es, wie Herr du Bois-Reymond mit Hilfe der im § 143 construirten Function xp{n)

gezeigt hat, Reihen, die convergent sind, wenn schon sie langsamer convergiren, als eine Reihe mit

dem Convergenzmasse l+h+h+ • • +(l+ö)4 wie gross auch ?j sein mag, was wir hier aber nur

im Vorübergehen erwähnen.

Die Thetafunctionen.

§ 146. Die auf- und absteigenden Potenzreihen. Da wir im Folgenden häufig mit

Pötenzreihen zu thun haben, in denen nicht blos unendlich viele Potenzen mit positiven Exponenten,

sondern ebenso unendlich viele Potenzen mit negativen Exponenten vorkommen, so schicken wir hier

eine Betrachtung solcher Reihen vorauf Damit die Reihe

f{z) = Aa+AiZ+ÄiZ^+ . . +A„z''+ . . +Ä-iZ-'+A-iZ-' + . . +A-„z-''+ . .

einen Sinn habe, muss es einen Werth von z geben, für welchen sowohl der erste nach aufsteigenden

Potenzen geordnete Theil der Reihe convergirt, als auch der zweite Theil, die absteigende Reihe. Soll

dieselbe aber eine Function der complexen Veränderlichen z darstellen, so muss nicht blos für einen

Werth von z, sondern für ein zweifach ausgedehntes Werthgebiet von z diese Convergenz vorhanden

sein. Dieses Gebiet, wenn ein solches vorhanden ist, besteht immer aus einem von zwei concentrischen

Kreisen begrenzten Ebenenstücke, welches wir den Convergenzring nennen wollen. Wenn nämlich die

Reihe /(z) für z = a und z ^ b convergirt, und wenn abs a < abs b ist, so ist dieselbe absolut con-

vergent, so lange absz zwischen absa und absb liegt, so lange abs a <^ abs z <C abs b ist, denn der auf-

steigende Theil convergirt so lange als absz<,b, der absteigende so lange als abs {1 : z) <^ abs {1 : a),

absz> absa ist (§ 68). So ergiebt sich, wie für die aufsteigenden Reihen das kreisförmige (§ 60), für

die auf- und absteigenden Reihen das ringförmige Convergenzgebiet.

•) Eine Reihe, deren Convergenz in einem Gebiete einer in ihr enthaltenen Veränderliehen sich nicht bei An-

näherung an einzelne Stellen, wo sie convergent ist, ins Unendliche verzögert, wird nach Herrn Heine eine gleich-

massig convergente Reihe genannt. Dabei ist natürlich an das hier gegebene Mass der Convergenz nicht gedacht.
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Im Innern des Ringes hat f{z) den Charakter einer ganzen Function. Denn liegt z^ im

Innern {ahs a < abs zq < abs b), so lässt sich der aufsteigende Theil in eine in einem bestimmten Ge-

biete convergente Reihe ordnen, die nach Potenzen von z—zo fortschreitet (§ 65), Dasselbe findet mit

dem absteigenden Theile statt in einem Kreise, welchen der Convergenzkreis a (von Aussen) berühi-t.

Denn da
1 _ 1 _ 1 1 .1 i^-Zp)

^
jZ-Zpf (2-Zo)ä ^ _

z Zo+z—Zo Zq
^

2—z"
za zl zl z\

ist, und da die Summe der absoluten Beträge dieser Reihe, so lange ahs{z—2o)<a&*zo

—

absa ist,

kleiner ist als

^ 1 1

abs 2o 1— {(ibs z^— abs a):abszp absa''

so lässt sich (§ 68) diese Reihe und ihre Potenzen für 2~\ 2—^,
. . in die Reihe ^_iz~i+^_22~^+ . .

einsetzen, und in eine absolut convergente Reihe, die nach Potenzen von 2—2« fortschreitet umordnen,

v?. z. b. w.

Nun ist noch der wichtige Satz zu beweisen, dass eine Function f{z), wenn sie durch eine

solche auf- und absteigende Reibe darstellbar ist, sich nur auf eine Weise in eine solche Form bringen

lässt. Es sei in einem Ringgebiete

f{z) = . . . ^-„2-"+ . . +^_i2-1+^0+^12+
= . . . 5_„2-''+ . . +5_i2-l+5o+ ^l2+

oder es sei, was dasselbe ist, in diesem Gebiete

. . . C_„Z-" + C_„+i2-''+l+ . . +(7_i2-l + Co+(7i2+C222+
identisch Null, wenn Ci, = Jo—^oi C'i = A—B\i • • 1 Cn = An—Bn

wird. — Wir multipliciren die letzte Reihe mit z—", worin n positiv oder negativ sein kann, und setzen

z = R.e^\ worin 0- = 2kJc:m, k und m ganze Zahlen sind, und absa <C B <. absb ist, so dass also

z im Convergenzringe liegt. Dann bilden wir die Summe, in der für k die Zahlen 1 bis m zu setzen

2nkiTC 1 2ink\
1 ' 1

+^«2"+ . .



' 119

dann und nur dann eine ganze transcendente Function, wenn abs > l ist. Setzen wir Q = \ iq und

schreiben wir z für z: A, so erhalten wir die ganze transcendente Function

w{z) = (l-z) (l-qz) {i-q^z) {\-q^z) . . (l-^"z) . .
,

welche die Eigenschaft hat (1

—

z).rv{qz) = rv{z), durch welche sie bis auf einen constanten Factor

definirt ist. Denn da sie auf die Form

A^+A^z+A^z'^+A^z'^-^ . . +AnZ''+ . .

gebracht werden kann (nach der Voraussetzung als eine ganze transcendente Function), so liefert

die aufgestellte Functionalgleichung die Beziehung

(1—z) rv{qz) = Ao+ (Aiq—Ao)z+{A2q-—Atq)z'-+ . . +{Anq''—An-iq'-^)z"+ . .

= w{z) = A0+A1Z+ . . +AnZ'' + . ., A = Anq''—An-iq"-\ An= An-iq"-^ : (?"— 1),

womit alle Coeffieienten A^, A-i, . . durch Ao und q ausgedrückt sind. Soll w(0) = 1 sein, so muss

A(, = i sein, und man hat

.s_. z
,

z^q fV
I

^ ,

"^'^ - \-q + (l-q) {l-q^) {1-q) (1-q^') (,1-q^)
"^

(1-?) (1-?^) (1-?^) {l-q') "^
'

'

+ {l-q)(l~q^) .. {l-q")^ '
''

welche Eeihe, weil absq <! ist, für jeden Werth von z eonvergirt. Aehnlich wie aus /'ac{—z).fac{z—1)

eine periodische Function gebildet wurde, lässt sich hier, wo eine, wenn auch nicht periodische, so

doch in Bezug auf ihre Functionalgleichung einfachere Function durch das Produkt f{z) = m{z) wf

—

bilden, welche die Eigenschaft hat

A,,) = »(,.) »(1) - ifel.,(l).(i-i) = -iA-).

Die Function /(z), als das Produkt einer ganzen transcendenten Function von z und einer ganzen

transcendenten Function von 1 : z, hat in der ganzen z-Ebene den Charakter einer ganzen Function,

ausgenommen in den Puncten und oc. Multiplicirt man die aufsteigende Eeihe »(z) mit der ab-

steigenden Reihe 7v{q:z) nach den Principien der ßeihenmultiplication aus, so erhält man eine Reihe,

die sich nach auf- und absteigenden Potenzen von z ordnen lässt, und für alle Werthe von z die von

Null verschieden sind, eonvergirt. Diese Reihe kann mittels der Functionalgleichung leicht hergestellt

werden. Setzen wir

/(z) = . . . +^_2Z-2+^_lZ-l+A+^lZ+Az2+ . . +A„Z''+ . .,

und wenden hierauf die Gleichung —z.f{zq) = /(z) an, so folgt nach der Methode des § 146

—An-iq"-^ = An,

n = — o)

Die Grösse y<o ist, wenn die Reihe dem Produkte gleich sein soll, völlig bestimmt, ihre Darstellung

durch ein unendliches Produkt soll später gegeben werden.

§ 148. Die Thetareihen und Produkte. Setzen wir, um Anschluss an gebräuchliche Be-

zeichnungen zu erhalten, zuerst g^ fjji- q^ sodann einmal e^' für —z : q, ein andermal e^' für z:q, so

erhalten wir, wenn noch r für Ig^ geschrieben wird, aus f{z) zwei Functionen
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»« = — C» OT =:

?« = 00

= A.JJ (l+ V'^"+^C05 2?2+^2(2n+l))^

?n =
?n ^ 00 m = ar>

^01 (^) = ]S (_l)'»e™m+2?MZ_^_ yj (i_^2n+ lg22)(i_^2n+lg-2«)
TO = »l :=

??i = CO

= A.JJ (1—2^2»+l cos2iz+ g2(2»+l))^

»2 =
worin ^ von z unabhängig ist. Setzen wir weiter z+iv in ^(z) und multipliciren mit 0^+^"^, so er-

halten wir die Function

m = — 00

und wenn wir z noch um im vermehren,

m ^ +00 /'2?m+lY- 2W+1 . m = 00

*u(^) = ]S ^^ ^~ '^~^~ ^^^^""^ = 2^ Yg . «n iz ff (1-2^2» CO. 2zi+g4«)

,

?Ä = OD »i = 1

worin A dieselbe Constante als vorher ist. Man fasst die vier Functionen zusammen, indem man schreibt

m= +CC f2m+h\- %m-\-h
. m = 00

Q. (z)= "V e
~^ ''+~1 *^^'+5'2«^ = gi-TÄ'+ÄZ+a^m

_
"y gTM2+2m(z4-iAT+^^OT)

»i = OD

worin h und ^ auch andere ganze Zahlen als und 1 sein können. Man reducirt die Functionen in

denen h, g andere ganze Zahlen sind aber leicht auf die vier Fälle, ä, ^ = 00, Ol, 10, 11, wenn man
die evidente Gleichung anwendet,

Das Indexpaar h, g heisst die Charakteristik der Thetafunction, und diese heisst gerade, wenn h.g

gerade ist, ungerade, wenn h . g ungerade ist. Ist die Chai'akteristik gerade, so ist auch die ^-Function

gerade wie man aus den Produktformen sieht, die nur von cosiz abhängen, so dass ^^„(

—

z) ^ ^hg{^)
ist. Ist die Charakteristik ungerade, so ist die Thetafunction ungerade, wie das letzte Produkt be-

weist, (^ii(

—

z) = —ö-u(^)). Alle vier ^-Functionen sind ganze transcendente Functionen von z, denn

setzt man für e^-^~ die Reihe l+2mz+i{2mzy+ . . ein, so lässt sich dieselbe so lange in eine conver-

gente Reihe nach Potenzen von z ordnen, als \.+abs(2mz)+absTi{2mzy^+ . . endlich bleibt (§ 68), was

für jedes z statt hat. Die Grösse r heisst der Modul der Thetafunctionen.

Die Nullpuncte der Function ^(z) ergeben sich aus der Produktform, es verschwindet &(z)

dann und nur dann, wenn z = i{2m+l)r-\-i{2n+l)m wird, wenn m und n beliebige ganze positive

oder negative Zahlen sind. — Aus der Beziehung die zwischen ^/j^(z) und &'{z) gegeben wurde, findet

man leicht die Gleichungen,

Hz+-hi:!t) =*oi(2), H^+kt) =0-^—5^^^10(2), &{z+iT+iiJt) =—?e-^-i^*ii(2),

^oi(2+iw) = Hz), »ai{z+h:) = —ie-~-^^»n{z), »^v{z+h:+Un) = e-'^^^d-i,{z),

»ii{z+y^) = —Hoiz), d;i(z+ir) = —ie-'-i^d-oy(z), d-n{z+h:+iiji) = —e-^-*^*(z),

Schreiben wir d-/^^ für ^^„(0), so folgen hieraus noch die Beziehungen
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*ii*(t+ot) = —ß—i^^.

§ 149. Die Constanten ß, ^ou ^loi ^'n- Die von z unabhängige Constante A des § 148 be-

stimmen wir nacli einer Methode Jacobis (Fundamenta nova pag. 178.), dabei wollen wir, um die

Schreibweise zu erleichtern zwei Abkürzungen einführen. Es soll © eine Summation bedeuten, die

sich stets auf einen Summationsbuchstaben m, m% m", . . bezieht, und zwar soll die Summe so gebildet

werden, dass m (oder m', ?»", . .) alle ganzen negativen und positiven Zahlen —oc bis + oo durchläuft.

Ebenso soll 5p ein unendliches Produkt bedeuten, in welchem der Factoren bildende Buchstabe n («',

?i", . .) sein, und alle ganzen Zahlen von bis oc durchlaufen soll. — Indem wir nun g)(q) für l-.A

setzen, gehen wir von den beiden im vorigen Paragraphen enthaltenen Gleichungen aus

Bildet man das Produkt ihrer linken Seiten, und setzt darin qq für q, so ergiebt sich die linke Seite

der letzten Gleichung wieder. Das gleiche muss für die rechten Seiten statt haben, d. h., es muss

sein. Beide Seiten lassen sich nach Potenzen von e' ordnen. Vergleicht man, was beiderseits mit

der ersten Potenz von e' multiplicirt ist, so erhält man

9{l) = <f>{<f)
9'(*2).©?^'"'"+2'" = <p{q') 9'(?^) (l+?2+ ^6+ ^12+ ^-20+ . .) = i^(^2) 9,(^2)

(g^»«(m+l)

Da nun 95(^)@2™("'+l) = 25ß(l+^2(n+l)^^4(»+i)) _ 25p(l+g2(«+i))2 ist, so folgt hieraus

q>{q^) __ 1— gl6(»+') y(g2»') _ i—q^fnCn+l)

Beachtet man, dass cp(q'^) = 1 ist, so liefert das Produkt

y(g) y(g^) £M y(g^'") _ y(g) _^ i-g^'"^'^+^^

für über alle Grenzen wachsende m das Resultat A= 1:95(^)^^(1—g2('*+')), und wenn man dies

in die Darstellungen der ^-Functionen des vorigen Paragraphen ein-, und nachher z ^ setzt, so er-

giebt sich

^ = sp(]_^2(«+l)) (l+^2«+1^2, ^^^ _ sp(l_^2«+l)2 (i_^2(«+l)) _ ^(l-g''+l):(l+ ?«+!),

^10 = 2/g^(l-g4(«-M)). (i_^2(2«+l))^ *.^oi .*lo = 2i/^5p(i_^2(n+l))3,

^•^(z) verschwindet mit z, setzt man aber für verschwindende z lim^ii(z):z = d^'^^, so ist mit

Rücksicht auf die Identität

^;. = ^•^ 2i/g^(l-^2(»+l))2 = 2ii/g 5p(i_^2(«-H))3 = iß..^^^,&^^,

welche Relation von besonderer Wichtigkeit ist.

§ 150. Die Functionalgleichungen der Thetafunetionen und deren Erweiterung.
Man sieht ohne Weiteres aus den Eigenschaften der Exponentialfunction, dass -d-iz), Q-oi{z) ungeändert

bleiben, wenn man z um ijc vermehrt, ^io(^), *ii(z) hingegen wechseln ihre Zeichen. Vermehrt man
aber z um t, so multipliciren sich die ^-Functionen mit einem Exponentialfactor, wie aus der Ent-

stehung dieser Function {tv{z) rv{q : z)) geschlossen werden kann. Man leitet diese Eigenschaft doch
Thomae, Elementare Theorie der analytischen Functionen. jg
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auch sehr leicht a posteriori aus der Keihendarstellung ab. Es ist nämlieh, unter ji eine ganze posi-

tive oder negative Zahl verstanden,

r2m+hY 2m+h
. „ ^

(2m+h V ßm+h \ ,„ . . „
tI—s— >+—ö

—

(,2z+gi7i+2fiT) l—ö— +i"JT+V—2

—

+lJ-)i^z+gin)—iJ.^T:—2iMZ—ixgin

t2m'-\-h.\^ /2m'+h\

_ g-2fxz-fißT-figi7t
_ (g / V 2 ^ + V 2 ;

(22+6'2?t) ^ ^_^ ^^^ ^_2f,z-fXßT
_ ^^ (^•j

^

worin m' für »z+;M gesetzt wurde. Es genügen also den ^-Functionen die beiden Functionalgleichungen

»hgiz+Xm) = (-1)''^ »j,g{z), »k^i^+fir) = (-1)''^ e-2.«z-^A^r
_ ^^^(^)^

durch welche diese Function, bis auf eine factorielle Constante bestimmt ist. Wir erweitern dieselben in

Etwas: — Ist 90(2) eine nach auf- und absteigenden Potenzen von e" entwickelbare Func-

tion, die den beiden Functionalgleichungen Genüge leistet

<p{z+Xm) = {—l)^''g)iz), <p{z+iir) = {-lY9-^Pl'^~Pf'l'^(p{z),

so ist durch diese Bedingungen die Function q) bis auf p willkürliche Constanten, von
denen sie eine lineare homogene Function ist, völlig bestimmt, und zwischen j5+l solcher

Functionen besteht eine lineare homogene Gleichung mit constanten Coefficienten.

Da cp{z):e^'^ die Periode m hat, ungeändert bleibt, wenn z um Ijc vermehrt wird, so können

in der Entwickelung dieser Function nur gerade Potenzen von e^ vorkommen, so dass cp{z) =
gA2(gg2»iz^^ gesetzt werden kann. Nun soll weiter <p{z+fiT) gleich

ehz+h/xr ^ß g2mz+2mfiz ^ r ^y/i g—zpfi^—2/xpz ^^^\ ^ g—rpfiß—2fipzQß^g2mz+hz+fffiin

^ g—Tj}fAß+hz+g/xinQß g2{m—ixp)z ^ g—Tpß[xArhz+gn.in 1^ ß^ ^m'z

sein, woraus (§ 146) durch Coefficientenvergleichung folgt

Durch diese Gleichungen werden alle Coefficienten, welche in der Reihe um p Glieder voneinander ent-

fernt stehen, miteinander, also namentlich mit B^, Bi, . . , Bp^i verknüpft, und drücken sich durch diese

aus, wozu nur w = 0, 1, 2, . . ,
p—1 zu setzen ist. Ist r eine der Zahlen 0, 1, 2, . . , p—1, so er-

hält man hierdurch

jB—

1

p—i

<Pi^)=^( (5^e(2'-+Ä)2(Se^F«'«+2"«^+2?^»^+'»»^+ö'»«'^ = y^f.Bre^'^''+^'^''&-(pz+^2r+h)T+igi:n:),
^^'

wenn ß- eine ö-Function mit dem Modul pr bedeutet. Die hierin vorkommenden Thetafunetionen ent-

halten alle verschiedene Potenzen von e', so dass keine lineare Relation mit constanten Coefficienten

zwischen ihnen statt haben kann. Es lässt sich also jede Function (p(z) durch p i9-Functionen linear

ausdrücken, zwischen p+l solcher Functionen muss eine lineare homogene Gleichung bestehen.

§ 151. Relationen zwischen Thetaquadraten. Hiervon machen wir Anwendung für

p = 2. Jede Function ^L(^) genügt den Functionalgleichungen des vorigen Paiagraphen, und zwar

ist das, was dort mit h und g bezeichnet wurde, Null, p aber gleich 2. Wir können demnach die

Gleichung ansetzen

»hgi^) = « H'g'i^)+ß ^h"g'i^)

,

wobei natürlich vorauszusetzen ist, dass hg, h'g', h"g" verschiedene Charakteristiken sind, weil sonst

die Functionen nicht linear unabhängig sein würden. Da vier wesentlich verschiedene solcher Charakte-

ristiken existiren, so können wir eine Function etwa ^oiC-^) Q^it je zwei der drei andern verbinden.

Eine der drei so erhaltenen Gleichungen muss jedoch eine Folge der beiden andern sein, weil sich

aus zweien eine der i9-Functionen eliminiren lässt. Wir betrachten daher nur die beiden Gleichungen
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setzen wir 2 = 0, z = im, z = i(/jr+r), so erhalten wir (unter Anwendung der im § 148 zuletzt ge-

gebenen Reduktionsformeln) bez.

a" = d-l,\{r+m) : »\^\{T:-\-iJi) = #^„ : %-\

Führen wir die Abkürzung ein, welche übrigens für das Weitere beibehalten und sehr oft angewandt wird,

so haben wir

Die letzte Gleichung liefert für z = \ijt noch die wichtigen Eelationen

1 = Ä *^„ : ^2+A:'*^„, : d-^ == k'^+k"^, d'^ = ^J.+*to-

§ 152. Eine Art Additionstheorem. Der im § 150 erhaltene Satz lässt sich auch auf die

Function ^äaC^+S) ^h'g'i^—S) anwenden, welche als Function von z (sowohl, also auch als Function

von g) den dortigen Functionalgleichungen für ^ = 2 genügt, während für das, was dort mit ä, g be-

zeichnet wurde, hier die Zahlen h+h', g-\-g' eintreten. Man hat deshalb

*ii(2+£) *oi(^—£) = A^n{z) *oi(2)+^*io(z) K^),

und für z = und z^Ujc mit Hilfe des §148 bez. 5 = *ii(Ö ^oi(ö : ^^lo, ^ = *io(S) ^(£) : ^^lo-
Verwandelt man noch g in —g, so ergeben sich die beiden Formeln

**io *u(z+e) *oi(^-£) = '^io(S) HQ ^n{z) ^oiW+^.o(2) K^) *ii(£) *oi(g),

Auf gleiche Weise erhalten wir die brauchbaren Formeln

^10 *oi *io(^+£) ^oi(^-e) = *io(^) *oiW ^iü(5) »oiiO—H^) ^n(z)m »n(0,
*io *oi ^io(^—£) *oi(2+Ö = *ioW ^oi(^) *io(?) *oi(0+^W *ii(^) HO HiiO,
* *oi H^+0 *oi(^-£) = *(2) *oiW *(S) *ot(£)-^io(^) *iiW *io(£) *ii(e),

^ ^01 *(2-£) ^oi(^+£) = H^) *oi(^) *(S) *oi(0+*ioW »n(.z) ^io(£) ^ii(£).

Die elliptisclien Functionen.

§ 153. Bezeichnung. Der Quotient zweier Thetafunctionen mit verschiedener Charakteristik

ist eine doppelt periodische Function mit den Periodieitätsmoduln m oder 2m und t oder 2r.

Will man statt dieser Perioden andere, etwa 21' und 2iJ{' (um Jacobi's Bezeichnung zu benutzen) ein-

führen, so kann dies durch die Substitutionen

z == —um:2K, \gq = x = —jtK':K, &iig{u) ^^hg{—^ui:'2K), Qjig ^ d-j^g

geschehen, wodurch man die Functionalgleichungen erhält

ej,g{u+2XK) = {-\f^ Ohgiu), ehg{u-^2(iiK')= (-1)^^e~^~ ~^ 6,,g{u).

Setzt man lim0ii(M):M = 0',, für u = 0, so ergiebt sich die Beziehung oid-\^ = 2iK6\^. Die Reihen

für die vier 0-Funetionen aber lassen sich schreiben
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e{u) = i+ 2^f„j$""»C05-j^, 0oi(m) = \+'i' 2(n){—\Y q""^ cos-^

,

1 Ä 1 A

Nun sind es namentlich drei Quotienten, für welche durch Jacobi besondere Bezeichnungen eingeführt

sind, nämlich die Zeichen sinamu (sinus amplitudow), cos am u (cosinus amplitudo m), Aamu (Delta

amplitudo u). Diese Bezeichnung leidet an zwei erheblichen Mängeln, einmal ist sie zu lang, sodann

ist sie heterogen, indem die dritte Function halb durch griechische halb durch lateinische Buchstaben

bezeichnet ist. Deshalb ist von Gudermann sn, cn, dn eingeführt, statt des n scheint es mir jedoch

praktischer den Anfangsbuchstaben von amplitudo beizubehalten, und sa, ca, da zu schreiben, und für

die letzte Function differenz amplitudo zu lesen. Diese Bezeichnung soll hier angewandt werden. So

haben wir
sau == 6n{u) \/k 0oi(m), cau = \/k' ©io{u) :\/k @oi{u), dau ^ \Jk' &(u) : 6>oi(m).

Die erste dieser Functionen ist ungerade, die beiden letzteren sind gerade. Die im § 151 zwischen

Thetaquadraten gefundenen Relationen liefern sofort die Gleichungen

sa-u-^ca'^u ^ 1, k'^ sa'^u+da'^u = 1, da'^u—k^ca^u^k'\

Die drei elliptischen Functionen sau, cau, dau haben überall den Charakter von ganzen Functionen

von u, als Quotienten solcher Functionen, ausgenommen in den Puncten, wo 0oi(«<) verschwindet, also

in den Puncten u ^ iE' ±1mK +'iniK', wo m, n beliebige ganze Zahlen sind. Da aber lim (m—iE')

0oi(m) für u = iE' einen bestimmten endlichen Werth besitzt, so sind die Puncto in denen die ellip-

tischen Functionen unendlich gross werden, ausserwesentlich singulare, die Functionen werden dort

unendlich gross in der ersten Ordnung. Im unendlich fernen Puncte der m- Ebene aber nehmen diese

Functionen jeden beliebigen Werth an, haben also dort einen wesentlich singulären Punet,

Folgende Specialwerthe der elliptischen Functionen werden unmittelbar aus ihrer Definition

geschöpft

mO = 0, saE=\, sa{E+iE') = l:k, caO = \, caE= 0, ca(E+iE') = —ik' : k, daO = 1,

daE= k', sa iE' : ca iE' : da iE' = —1 -.iik,

wobei sich die Proportion auf die Residuen bezieht.

154. Die Additionstheoreme der elliptischen Functionen. Durch dieselbe Substitution

z = —ujci:2E, C, = —vijt:1E erhalten wir aus den im § 152 gefundenen Formeln die Gleichungen

»»10 sa{u±v) (6>n(M) 0oi(m) ^loW e{v)±e,,{u) e{u) &n{v) 0oiW) : &Uu) ei,{v)

*oi *oi (0oi(m) 0oi(w) ©oiW e,M—&n{u) 0u(m) Sniv) 0n{v)) : ©^(m) ei{v)
'

worin sich obere und untere Vorzeichen entsprechen, oder

sa (u+ v) = {sa u cav dav^^sav caudau) : (1

—

ä^ sct^ u sa^ v).

Die gleiche Methode liefert die Formeln

ca(M±v) ^ {cau cav^dau dav sausav): (1

—

k^sa'^usa'^v),

da{u±v) = {dau dav^k''' cau cav sausav) :(1

—

k'^sa^usa^v).

Da hiernach dau dav = da{u+v) {1—k'^ sa'^usa^v)+k^ cau cav sausav ist, so erhält man durch Ein-

setzen dieses Ausdruckes in der Gleichung für ca{u+v) noch die Formel

ca{u±v) = caucav^sausav da{u±v),

calu == ca^u.—sa^u dalu = ].—{l+da'2u)sa'^u, sa^u = {l—ca2u) : {l+da2u),

ca2u = ca^u{l+da2u)—da2u, ca'^u = {ca2u+da2u) : {i+da2u).

Hieraus fliessen, wenn zur Abkürzung iV= 1

—

k^sa'^usa'^v gesetzt wird, die Formeln

sa{u+v)+sa{u—v) == 2sausav dav: N, sa{u+v)—sa{u—v) = 2caudausav: N,

ca{u+v)-^ca{u—v) == 2cau cav : N, ca{u+v)—ca{u—v) = —2sausavdau dav : N,

da{u+v)+da{u—v) = 2dau dav : iV, da{u+v)—da{u—v) = —2k^ sau sav cau cav : iV,
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sa{u+v) sa (m—v) = (sa- u—sa^ v):JV, 1+ ca (m+ v) ca {u—v) = {ca^ u+ca^v):N,

l-\-da{u-\-v) da{u—v) = {da''-u-\-daP'v) : 1

—

ä^ sa^usa^v.

§ 155. Abhängigkeit der elliptischen Functionen von R' und £' und von k. Ausser

von u hängen die elliptischen Function noch von IC und £', oder von K' : A' und von k ab. Aendert

sich nur ä, während t=—jrif' : IC ungeändert bleibt, geht IC in Kq über, so würde sich diese Aenderung

ausgleichen, wenn man zugleich uq für u setzte, so dass also, wenn in Bezug auf das Verhältniss von

if zu T ein Uebereinkommen getroffen würde, in welchem diese Grössen in den Ausdrücken sau, cau,

da u stehen sollen, die allgemeineren elliptischen Functionen in den Formen sa qu, ca qu, da qu enthalten

sein würden. Diese Uebereinkunft wird nun dahin getroffen, dass sau wie sinu in der EntWickelung

nach Potenzen von u mit u beginnen soll, oder dass \\msau:u^ 1 für m = sein soll. Aus dieser

Bestimmung erhält man leicht K durch t {q) ausgedrückt. Da nämlich 6\^ = jtd-\^ : 22Är^ jr*^oi*io:

2IC ist, so hat man für lim m ^
lim sau : z< = 0', , : ]/k ©oi = jr#^oi*io :

2^^ \/k 6»oi = Jtd-» :
2ä'= 1

,

» = l+2q+2qi+2q»+
. . = \/2K:üt, ^oi = \j2Kk'\%, -»-io

= \l2MC\n.

Nun hängen die elliptischen Functionen nur noch von u und x oder q ab. In der Regel unterbleibt, wo
diese Constante sich aus dem Sinne ergiebt, ihre Angabe gänzlich, wird es aber nöthig sie zu bezeichnen,

so pflegt mau als Modul der elliptischen Functionen die Grösse k zu bezeichnen, und q (r) in eine be-

stimmte Beziehung dazu zu setzen. Um zu dieser Beziehung zu gelangen, geht man von der Gleichung

]/k' = d-^jiiß-, oder *

.

/ä'— *oi = '^, aus. Durch Division derselben mit 2(i/ä'+1) erhält man
(k' = /l—Ä),

1 1—/Ä' ^i—[/k' , „^1—/Ä' .„ „_ 1—i//t' ,.
, „

2 T+7F-*+i+W'* ^' +I+7Ä^' ^' +1+7^' .
+ .

.

=0.

Die Grösse q ist keine eindeutige Function von k, wird aber k als Modul von sa u etc. angegeben, so ver-

steht man in der Eegel unter q denjenigen Zweig dieser Function, der mit (1

—

\/k'):{l+\/k') ver-

schwindet, Mittels der im § 138 verallgemeinerten Eeihenumkehrung gewinnen wir für q die Be-

stimmmung

,-7tR-' :
Ä- = ,, = 1 1-I/A-- 2_ n-i/k'y' 15 fi-j/ky i5q n-i/ky noi n-i/ky^

^ 2 l+^k''^2-\l+i/k'J "^29
\\+\/k'J

"*"
213 \l+i/k'J

"^ 2" \l+\/k'J
"^

'
'

'

welche Eeihe namentlich für reelle Werthe von k die kleiner als 1 sind, ausgezeichnet convergirt, so

dass in vielen in Anwendungen vorkommenden Fällen schon das erste Glied der Eeihe eine hinrei-

chende Genauigkeit liefert.

Wird es nöthig, den Modul der elliptischen Functionen anzugeben, so kann dies etwa in

der Weise sa{u, k) etc. geschehen. Für ä = ist q= 0, sau = sinu, cau = cosu, dau = 1, K= ijt,

K' = oc. Mit Hilfe dieser Formeln erkennt man wie die Additionstheoreme und viele andere Formeln
zwischen elliptischen Functionen in solche zwischen trigonometrischen Functionen für ä = übergehen.

§ 156. Periodicität der elliptischen Functionen. Die Periodicität der elliptischen Func-

tionen kann man entweder aus ihrer Darstellung durch 0-Quotienten, oder auch aus den schon ge-

fundenen Additionstheoremen finden. Durch diese Methoden erhält man die Gleichungen

sa{u-±K')= ±cau:dau, sa{u+K) =^ sa{K—u), sa(u±2IC)^ — sau, sa{u±AIC) = sau,

sa(2IC—u) = sau, sa{u+iK') = 1 :ksau, sa{u+iK') = —sa{iK'—u), sa{u+ 2iIC') = sau,

sa {u+IC+ilC') = dau: k cau.

ca{u±IC) = +k^sau:dau, ca{K—u) = k'sau:dau, ca(^K+u) ^ —ca{K—u), ca(u±2A') ^ — cau,

ca {u± 4K) ^ cau, ca {u± iE') = +idau:ksau, ca (m± 2iE') = —cau, ca {u± 2IC+ 2iK') = cau,

ca (m± 4iÄ') = Qa u.

da{u±IC) = k'-.dau = da{IC—u), da{u±2IC) = dau, da(u+JC+iIC') = ik'sau-.cau,

da{u±iK') = ±cau:isau, da{iK'—u) = — da{iK'+u), da{u±2iK') = — dau, da{u±UK') = dau.

Es hat mithin sau die Perioden AK und 2iK', d. h., vermehrt oder vermindert man die Veränderliehe
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%c in sau um eine Grösse yon der Form 4?»^+ 2w«ä", worin m und n beliebige ganze positive oder
negative Zahlen sind, so bleibt sau ungeändert. Die Grössen AK, 2iK' heissen die Periodicitätsmoduln
von sau. Die Perioden (oder Periodicitätsmoduln) von cau sind 4Ä' und 2^+22^^ die von dau sind
IK und AiK\

§157. Das Periodenparallelogramm. Wir untersuchen noch die Periodicitätseigenschaften
der Function sau etwas näher. Ist 2<oo ein beliebiger Werth von u, und ist z<oo+4?wÄ'+2raZ' = m„„,
so bilden in der Ebene der complexen Zahlen u die Puncte Woo, u^u «'lo, «'ii ein Parallelogramm, ein
sogenanntes Periodeuparallelogramm, wenn nicht iK' : K
eine rein reelle Zahl ist, was aber bei den hier gebildeten

elliptischen Functionen (und beiläufig auch sonst) nicht

vorkommen kann, weil die Thetareihen in diesem Falle

nicht convergiren würden. Ausser den inneren Puncten
rechnen wir zum Parallelogramm noch die beiden Seiten

von Moo bis m^o und von Mqo bis zu woi, jedoch ohne die

Puncte Moi und «,„, welche vielmehr zu den Parallelo-

grammen «Ol, t<ii, Wo2, Mi2 bez. «10, Mji, M20, M21 gerechnet

werden, zu welchen Parallelogrammen auch die Seiten

Mflij «ti bez. MiO) Mu gehören, während die Ecke «u zu

dem Parallelogramme mh, u^^, u^i, u^i gerechnet wird,

u. s. w. Wo nun Mqo auch liegen mag, es nimmt sa u alle

Werthe die diese Function überhaupt annehmen kann, im
Parallelogramm Woo an, wobei das Parallelogramm «„,„,

Um, B+1, Mm+i, „, i<m-|-i, „4-1 kurz als Parallelogramm m^, n bezeichnet werden mag. Es nimmt aber sa u

dort nicht blos jeden Werth einmal, sondern zweimal aber auch nur zweimal an, wie sich nachher

ergeben wird.

Bedecken wir die ganze Ebene u durch Parallelogramme Um,n, wo m und n alle ganzen posi-

tiven und negativen Zahlen durchlaufen, so sind diese einander sämmtlich congruent. Bringt man die

Parallelogramme Um, n und Um', n' zur Deckung, so fallen Puncte zusammen, welche Träger von Zahlen

sind, die sich um i{m'—m)E+2i(7i'—n)E' unterscheiden. Solche Puncte der w-Ebene nennen wir „nach

den Periodicitätsmodulsysteme 4^, %K' congruente Puncte" oder wo es ohne Zweideutigkeit angeht

schlechthin „congruente Puncte." In solchen congruenten Puncten. hat sau denselben Werth, und es

nimmt deshalb sau keinen andern Werth an, als die es im Parallelogramme Mqo annimmt, womit der

eine Theil der obigen Behauptung erwiesen ist.

Die Werthe für welche sau Null oder Unendlich wird, sind uns sämmtlich bekannt, weil wir

wissen, wo der Zähler von 0ii(m) : 0oi(m) verschwindet, und wo der Nenner verschwindet. Die

„Puncte Null" der Function sau und die „Puncte Unendlich" sind in den Werthsystemen enthalten

+ imE+2m]{'% 2E+2mE+2niÄ"; iÄ'+imK+2niK', i£'+2£+2mK+27ii£:'.

Von diesen Puncten fallen offenbar in ein einzelnes Periodenparallelogramm, etwa in das Parallelo-

gramm z<oo, je zwei und nur je zwei, weil die übrigen Puncte je zweien dieser Puncte congruent sind,

aber zwei (z.B. 0, 2E bez. iE', iK'-\-2K) einander nicht congruent sind.

Aber auch die Gleichung sau = a ist, wenn sie lösbar ist, in jedem Periodenparallelogramm

zweimal und nur zweimal lösbar. Dass es zwei Lösungen giebt, wenn eine vorhanden ist, erhellt aus

der Gleichung sau = sa2K—u, denn u und 2K—u sind nicht congruent. Dass es aber nur zwei giebt,

schliesst man wie folgt. Ist sau' = a und sau" == a, so ist (§ 154)

== sau'—sau" = 2sa\(u'—m") ca^(u'+u") da^{ii' -\-u") : (1—A^ sa'^i(u'+u") sa'^\{u'—u")).

Dieser Ausdruck wird aber nur Null, wenn sa^{u'—m") = oder = oc wird, oder wenn ca\{u'-{-u")

== oder da\{u'+u") = wird. Aus den beiden ersten Gleichungen folgt, wenn 4mE+27ti£' zur Ab-

kürzung durch P ersetzt wird,
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u'= u"+2P, u' = m"+4Z+2/>, u' = u"+1iK'+2P, u'= u"+2iÄ''+iK+2P.

Die hieraus für u fliessenden Werthe sind einander sämmtlich congruent, so dass nur einer von ihnen

in ein Periodenparallelogramm fällt. Aus den beiden letzten Gleichungen aber folgt (weil sie nur

dadurch erfüllt werden, dass 6io{i{ti'+u")) bez. ©(^m'+m")) verschwinden), dass

m' = —u" + 2E+2P bez. u' = —u"± 2K+2iK'+2P

sein kann. Auch die hieraus fliessenden Werthe u' sind einander sämmtlich congruent, so dass

wieder nur einer yon ihnen in ein Periodenparallelogramm fällt. Sie sind aber nicht congruent den

früher gefundenen Werthen u', so dass also im ganzen zwei Werthe von u, welche die Gleichung sau

= sau' befriedigen in ein Parallelogramm fallen, womit der zweite Theil der obigen Behauptung er-

wiesen ist.

§ 15S. Es nimmt aber sau den beliebigen Werth a wirklich an. Wäre nämlich keine

Lösung der Gleichung sau = a vorhanden, so wäre ip(u) = 1 : {sa{u)—a) eine Function von u, welche, weil

sie die Perioden von sa(u) besitzt, alle ihre Werthe im Periodenparallelogramme z<oo annimmt, und

dort überall (§ 68) den Charakter einer ganzen Function besitzt, auch da wo sa(u) unendlich wird, weil

diese Stelle eine ausserwesentlich singulare für diese Function ist. Dass y}{ti) nicht constant ist, ist

evident, und tp könnte für keinen Werth von u unendlich gross werden. Dies ist unmöglich, was wir

mittels einer von Herrn Borchardt herrührenden Methode erweisen.*) Betrachtet man nämlich den

absoluten Betrag von ^p(u) in einem Periodenparallelogramme, dessen Begrenzung eingeschlossen, so

muss diese Function nothwendig ein Maximum haben und annehmen, weil sie endlich ist. Nach § 117

aber kann sie, wenn sie nicht constant ist, und dies ist sie nicht, nirgend ein Maximum annehmen.

Sie kann also nicht überall den Charakter einer ganzen Function haben, sie hat ihn aber überall, wo
sa{u) von a verschieden ist, es muss also sa(u) wenigstens einmal gleich a werden w. z. b. w.

Hieran Hesse sich leicht eine Untersuchung der umgekehrten Function arg saz ^ u {z ^ sau)

anschliessen, was wir jedoch, um den Raum nicht zu sehr in Anspruch za nehmen, unterlassen.

§ 159. Verlauf der Function sau für reelle ^ < 1. Ist k positiv reell und < 1, so ist q posi-

tiv reell und < 1. In diesem Falle ist sau von m ^ bis m = 2E positiv reell und wächst mit u

zwischen und ^fortwährend von bis 1. Die Realität ist aus dem Anblick der 0-ßeihen evident.

Nähme aber sau zwischen und K nicht fortwährend zu, so müsste die Function mindestens einen

Werth im Intervall von ü bis K, zweimal annehmen. Dies ist nicht möglich, weil die Summe der

Argumente von sau, u^ und u^, für welche sau^ = sau^ wäre, grösser als und kleiner als 2K wäre.

Wir fanden aber, dass die Summe solcher Werthe Mi-j-z<2 immer = oder = 2K sein muss. Es kann

also nicht sau^ = sau-i sein, es muss sau zwischen und K mit u von bis 1 wachsen. Von da ab

bis u = 2K nimmt sau fortwährend bis zu ab, weil sa{u-\-K) = sa{K—u) ist. Zwischen und —2K
für reelle u nimmt sau zwischen und K mit u von bis — 1 ab, von da fortwährend bis u = —2E,

wo 5az< Null ist, wieder zu, was aus der Gleichung sa{;—z«) = —sau hervorgeht. Setzen wir sau = z,

so entspricht der reellen Achse der Ebene der complexen Zahlen ;< von —A' bis +&' die reellle Achse

der z-Ebene von — 1 bis -|-1, so dass, wenn u von links nach rechts läuft, auch z fortwährend dieser

Richtung ohne umzukehren folgt. — Durchläuft u die rein imaginäre Achse von ü bis iE', so wächst

(aus denselben Gründen wie für reelle u von Ö bis E) sau fortwährend als rein imaginäre Grösse

von bis <x. Dass die Function rein imaginär, und für sehr kleine u positiv imaginär ist, lehrt der

Anblick der ©-Reihen. Wegen des fortwährenden Wachsens bleibt sie aber positiv imaginär. Der

*) Crelle's Journal B. 88 pag. 277. Hier ist die ScMussweise zulässig, während sich bei Herrn Borchardt eine

Lücke im Beweise findet. Anstatt nämlich zu folgern, die Annahme, dass die Function überall den Charakter einer

ganzen Function habe, ist nicht zulässig, folgert er sogleich, die Function muss einen ,,Panct Unendlich" haben. Nun
besteht ja allerdings der Satz: Ist /(z) in der Umgebung des Punctes a in jedem Puncte vom Charakter einer ganzen
Function, während f{z) im Puncte a selbst diesen Charakter nicht hat, so lässt sich z diesem Puncte a so näher bringen,

dass /(z) über alle Grenzen wächst, allein der Beweis dieses Satzes hat dieselben Schwierigkeiten zu bewältigen, als

der, welcher von Herrn Borchhardt unter stiller Voraussetzung jenes bewiesen wird.
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Linie von bis —iK', also einem Theile der negativ imaginären Achse, entspricht die negativ imaginäre

Achse der z-Ebene, denn es ist sa{—u) = —sau. Durchläuft u die imaginäre Achse von —zÄ'' bis +iE',

so durchläuft z fortwährend in derselben Richtung die imaginäre Achse von —ioc bis +«oc. — Durchläuft

u die Werthe von üT bis E+iK', wobei der reelle Theil von u immer gleich A' ist, so dass also eine Gerade

entsteht, oder ist u = K-\-iu', u' reell, so ist sau = sa{iu'+E) = caiu' : daiu' eine gerade Function von u',

und also reell. Da auf dem Wege von K his E+iE^ sau (wie oben) keinen Werth zweimal annehmen

kann, so wächst sau von u = E bis u = E+iE' von 1 bis 1 : k fortwährend, und es entspricht der

Geraden E . . E+iE' in der z-Ebene die reelle Achse von 1 bis 1 : k. Ebenso der Geraden von —E
bis —E+iE' die reelle Achse der z-Ebene von — 1 bis —l:k, weil sa(—K+u'i) ^ —sa{E+u'i) ist.

— Durchläuft sau die Werthe von E+iE' bis —E+iE^, indem der imaginäre Theil constant bleibt,

durchläuft also u eine Gerade, so finden wir mittels der Gleichung sa{u'+E+iE') = 1 : k sau', dass

sau von i:k fortwährend wachsend, die reelle Achse der z-Ebene durchläuft. Dem Puncte iE' ent-

spricht der unendlich ferne Punct der z-Ebene, von da wird sau negativ, und nimmt fortwährend zu

bis die Function an der Stelle —E+iE' den Werth —1 : k erhält. Durchläuft u das Parallelo-

gramm —E, . . 0, . . E, . . E+iE', . . iE', . . iE'—E, . .
—E, so durchläuft z ohne seine Fort-

schrittsrichtung je zu ändern, die reelle Achse der z-Ebene — 1, . . 0, . . 1, . . 1 : ä, . . {oc,—oc), . .

l:k,.. — 1. Die Gerade von bis iE' entspricht der positiv imaginären Achse. Ist a+ßi ein Punct

im Innern des Parallelogramms, so ist

sa {a-\-ßi) = {sa a ca iß da iß-\-sa ßi ca adaa): (1

—

ä^ sa"^ a sa'^ ßi)

,

und der Nenner dieses Ausdruckes ist reell und grösser als 1 , weil sa ßi rein imaginär ist. Im Paral-

lelogramm ist ß positiv, also sa ßi positiv imaginär, ca a, da a sind positiv, weil diese Functionen gerade

sind, und für m = den Werth 1, für u gleich +/i bez. die Werthe 0, k' haben und zwischen —üTund

-fZ ihre Zeichen nicht wechseln. Mithin ist sa{a+ßi) eine Zahl mit positiv imaginärem Theil. Jeder

Zahl des betrachteten Parallelogrammes der «-Ebene entspricht ein Punct der obern Hälfte der z-Ebene,

welche durch die reelle Achse begrenzt ist. Den Puncten des Parallelogramms —E, . . 0, . . E, . .

E—iE', . .
—iE', . .

—E—iE', . .
—E entsprechen ebenso Puncte der untern Hälfte der z-Ebene, und

nur solche. Das erste Parallelogramm werde /\, das zweite P-^, die obere Hälfte der z-Ebene ffi, die

untere H^ genannt. Es fragt sich, ob die Pi entsprechenden Puncte die Halbebeue Hi vollständig be-

völkern, also ob die Pi+P-i entsprechenden Puncte die z-Ebene völlig ausfüllen und bedecken. Dass nicht

zwei verschiedenen Puncten mj, u^ im Innern von ^1-1-^2 dieselben Puncte von H^+H-i entsprechen

können, ist evident, weil für solche Puncte nicht v^+u^ = oder = 2E sein kann. Nun ist aber das

Parallelogramm —IE—iE', IE—iE', 2E+iE', —2E+iE' für sau ein Periodenparallelogramm, und sau

nimmt den Werth z darin gewiss an (§ 158). Von den Werthen u und u±2E, wenn sie beide im

Periodenparallelogramme liegen, muss aber einer nothwendig in Pi+P^ liegen, so dass also jedem

Werthe z ein Werth in Pi+P^ entspricht. Hiernach ist es selbstverständlich, weil P^ nur Puncten von

ffi und P^ nur Puncten von E^ entsprechen kann, dass die den Puncten von P^ entsprechenden

Puncte die Halbebene Hi völlig bedecken.

Da sich die Halbebene durch reciproke Radii-Vectores leicht auf das Innere eines Kreises

abbilden lässt, so kann man nun leicht zu der von Herrn H. A. Schwarz gegeben conformen Ab-

bildung eines Rechtecks auf das Innere eines Kreises gelangen.

§ 160. Die Riemann'sche Fläche. Bilden wir das Periodenparallelogramm P, {—2E—iE',

2E—iE', 2E+iE', —2E+iE') durch die Function sau = z ab, so erhalten wir die z-Ebene zwei-

mal, weil, wenn wir die Seiten —2E+iE' . . 2E+iE' und 2E+iE' . . 2E—iE' davon ausschliessen,

sau jeden Werth z zweimal und nur zweimal annimmt. Die Puncte von Pi+P^ entsprechen den

Puncten der z-Ebene einmal und nur einmal, und umgekehrt. Nur den Puncten der Seiten —E—iE'

bis —E+iE' und E—iE' bis E+iE' entsprechen dieselben Puncte, die Puncte der reellen Achse von

—1 bis —1 : k bez. von 1 bis 1 : k. In der Nähe der Linie —E . . —E+iE' und E . . E+iE' be-

findet man sich aber in der obern Hälfte der z-Ebene, man kann daher, um die eindeutige Beziehung
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auch in Bezug; auf diese Puncto herzustellen, dieselben den obein Ufern der Linie — 1 . .
— \:k

bez. 1 . . l:k entsprechen lassen, den Linien —J{ . .
—K^iK' und K . . K—iK' die unteren Ufer der-

selben Linien. Den Linien —K—iK' . . K—iK' und —K-^iK' . . K-^iK' verschiedene Ufer der reellen

Achse der z-Ebene zuzuweisen, ist nicht nöthig, weil ja nur die erstere derselben zum Parallelogramme

P zu rechnen ist. Diese z-Ebene soll erstes Blatt, und der Theil von P, der links von Py und P-i liegt,

mag Pz, der welcher rechts von i\ und />j liegt mag Pi heissen. Geht man von einem Puncte in P^

über die Linie —K . .
—K+iK' hinweg nach P^, so setzt sieh sau stetig fort, und zwar wird der ima-

ginäre Theil negativ, weil sa{—Ä'-f-w) ^

—

sa{K+ii) ist, und man erkennt so leicht, dass der obern

über der reellen Achse liegenden Hälfte von P^ die Viertelebene entspricht, welche Zahlen mit negativ

reellen und negativ imaginären Theilen enthält. Legen wir diese Viertelebene unter das erste vorhin

besprochene Blatt, so hängt sie mit diesem längs der Linie von — 1 bis —1 : k zusammen. Der untern

Hälfte von P^ entspricht die Viertelebene, welche Zahlen mit negativ reellen und positiv imaginären

Bestandttheilen enthält. Sie hängt mit dem ersten Blatte ebenfalls längs — 1 bis — 1 : k zusammen,
aber während sich die vorige Viertelebene ans obere Ufer dieser Linie anfügt, schliesst sich diese an
das untere Ufer an. In gleicher Weise entspricht die obere Hälfte von Pi der Viertelebene, welche

Zahlen mit positiv reellen und negativ imaginären Bestandttheilen enthält, die untere Hälfte von P^

der Viertelebene, welche Zahlen mit positiv reellen und positiv imaginären Bestandttheilen enthält.

Sie schliessen sich bez. ans obere und untere Ufer der Linie 1 . . 1 : A: an. Diese vier Viertelebenen

zusammen bilden so ein zweites Blatt einer Kiemann'schen Fläche, welcher die Puncte des Parallelo-

gramms P eindeutig entsprechen. Diese Fläche besteht also aus zwei Blättern. Die Verzweigungs-

puncte sind ±1, ±1:A:. Die Durchsetzungslinien sind von 1 nach \:k und — 1 nach —\:k gerad-

linig gezogen. Jedem Puncte dieser Fläche T entspricht ein einziger Punct von P, weil unter den

zwei Puncten u, die demselben ; entsprechen, die Wahl durch das Blatt bestimmt ist, in dem z liegt.

Den verschiedenen Ufern des oberen und unteren Blattes der reellen Achse von . . \:k . . oc . . — 1 : k
entsprechen verschiedene Seiten von P, den Ufern der imaginären Achse im untern Blatte ebenfalls.

Setzt man u als Function von z über diese Ufer hinweg stetig fort, so gelangt man zu anderen
Periodenparallelogrammen. Wir wollen jedoch diese in die genauere Theorie der elliptischen Func-
tionen gehörenden Betrachungen hier nicht weiter fortsetzen.

Eine algebraische Function die wie die eben beschriebene Fläche verzweigt ist, ist die zwei-

werthige Function s = /(l—z^) (1

—

k'^z^).

Noch einige functionentheoretische Sätze.

§ 161. Hat eine Function f{z) längs einer Linie s, d. h. in jedem Puncte derselben, den Cha-
rakter einer ganzen Function, so giebt es ein überall zweifach ausgedehntes Gebiet, in dessen Inn er ra

die Linie s liegt, in welchem f{z) überall denselben Charakter hat. — Die Puncte der Linie seien

durch einen Parameter, z. B. durch die Länge der Linie s von einem festen Puncte auf ihr bestimmt.

So giebt es für jeden Punct z' derselben (für jeden Werth von s, welcher einem Puncte der

Linie angehört) einen bestimmten Kadius q', in welchem die Entwickelung von f{z) nach Potenzen
von z = z—z' convergirt. Es ist zu beweisen, dass der Radius q' nicht unter jede noch so kleine

vorgegebene Zahl ö herabsinken kann, wenn z' sich einem gewissen Puncte zq auf s, s' sich dem Wertbe

5o nähert. Im Puncte zy, s = sy, ist ein Convergenzradius der Entwickelung von /(z) nach z

—

zy vor-

handen, er sei Qy, der zugehörige Kreis schneide, nach der Seite der wachsenden * hin, s im Puncte
Z.2, s = S2, so giebt es dort einen Convergenzradius für die Entwickelung nach Potenzen von z—Z2
von der Grösse Q2, der zugehörige Kreis schneide * im Puncte Z3, s = *3, so giebt es dort einen Con-
vergenzkreis Q3 u. s. w. Nun können die Puncte zj, z,, . . , z„, . . mit einem bestimmten Werthe von

Thomao, Elementare Theorie der analj-tlsohon Functionen. J7
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n auf das Ende von s fallen, oder wenn s geschlossen ist, auf den Anfangspunct z^ zurückführen, so

giebt es unter den Grössen p,, q-^, . . , p„ (die in endlicher Zahl vorhanden sind) eine kleinste und

diese ist von Null verschieden. Es bilden dann die Theile der zu pi, p^, . . , q„ gehörenden Kreis-

linien, welche nicht im Innern eines dieser Kreise liegen, einen Rand, der überall um ein bestimmtes

endliches Stück von s absteht, und in dessen Innerm f{z) überall den Charakter einer ganzen Function

hat, weil jeder Punct des Innern dieses Gebietes im Innern eines Convergenzkreises liegt, und also

auch in ihnen eine Potenzentwickelung vorhanden ist. Nun könnten aber die Grössen pi, q-i, . .
, q„,

. . kleiner und kleiner werden, und es könnte sich die zugehörige Folge Zi, z-i, • , Zn, einem Grenz-

puntce Zo, die Parameter Sj, s^, .
.

, s„, . . einem Grenzwerthe *o unaufhörlich nähern, ohne ihn zu erreichen.

Wir weisen nach, dass dies nicht möglich ist. Im Puncte Zo existirt nach der Voraussetzung eine Eut-

wickelung nach Potenzen von z

—

z^, ihr Radius sei Qq und Qq ist eine bestimmte von Null verschiedene

Zahl. Der zugehörige Kreis treife, nach der Seite der abnehmenden s hin, s im Puncte z" und s habe

dort den Werth s". So liegt, weil sich die Zahlen si, s^, . . , s„, . . der Zahl *o beliebig nähern, eine

bestimmte unter den Zahlen s„ etwa Sm so nahe an sq, dass die Strecke (*o, Sm) < i (s^, s") ist. Der

zu dieser Zahl gehörende Convergenzkreis ist aber, weil der Punct im Innern des Kreises q^ liegt,

mindestens so gross, dass er diesen Kreis berührt, also sein Radius > i (s^, s"), während er, wenn die

Zahlen ^i, s^, . . , s„, . . die Zahl Sq nie erreichten, kleiner als diese Grösse sein müsste. Diese Mög-

lichkeit ist daher ausgeschlossen. Dieser Satz wird hier für den Fall zur Anwendung kommen, dass

s eine Kreislinie ist. Hat /(z) auf dem Rande eines Kreises R in jedem Puncte den Charakter einer

ganzen Function, so giebt es ein ringförmiges, durch zwei dem Kreise R concentrische Kreise begrenztes

Gebiet, in dessen Innerm R liegt, und /(z) überall den Charakter einer ganzen Function hat.

§ 162. Ein Mittelwerth complexer Functionen, Ist /(z) eine Potenzreihe 2anZ", gleich-

viel ob gewöhnliche oder auf- und absteigende, und convergirt dieselbe für absz = R absolut, so ist

der Grenzwerth des Ausdruckes

wenn n über alle Grenzen wächst, in welchem Falle wir M^. für Mj. ^ schreiben, wenn v alle ganzen

Zahlen 0, 1, . . , n— 1 durchläuft, und -6- = 2n:n ist. Der Beweis ist im § 146 enthalten, und es ist

Mj.f{z) eine Art Mittelwerth zwischen den complexen Werthen der Function /(z) auf dem Rande des

Kreises r. Liegen die Kreise r, r', r", . . im Convergenzbezirke der Reihe, so ist M^ f(z) : z^ =
M,.< f{z) : zl^ == . . , wobei r, r', r", . . concentrisch sind.

§ 163. Erweiterung des Mittelwerthes. Es sei /(z) = ^a„z" zunächst eine gemeine

(aufsteigende) Potenzreihe, welche für abs z = r' convergirt, und es möge die Function /(z) am Rande

von r' überall den Charakter einer ganzen Function haben, d. h. also in allen Puncten des Randes

gäbe es Potenzentwickelungen, welche in dem Theile ihres Geltungsbereiches, in welchem zugleich die

Hauptentwickelung f[z) = Sunz" convergirt, denselben Werth wie diese haben. Dann giebt es nach

§ 161 einen Kreis r'+Q" um den Punct 0, in welchem, einschliesslich des Randes, /(z) überall den

Charakter einer ganzen Function hat. Ich behaupte es ist Mfi^^if{z):z^ = M^if{z):z^^ wenn p' < p"

ist. Wir ziehen einen Kreis r um Null, so dass r'—r eine sehr kleine positive Zahl etwa 1 : <i
ist.

In jedem Puncte z desselben giebt es eine Entwickelung (§ 65), welche jedenfalls in einem Kreise

convergirt, der den Kreis berührt, in welchem die Entwickelung des Punctes auf r' convergirt, welcher

dem betrachteten auf r am nächsten liegt. Dieser Kreis schneidet daher, wenn q gross genug, r'—

r

klein genug genommen wird, den Kreis r'-\-Q'. Die Difierenz r'-\-Q'—r sei p, so dass der Kreis r'+q'

auch mit r-fp bezeichnet werden kann. Ferner seien g und i^-l-A einander nächste Puncte auf r und

r-j-p, so ist identisch

worin /'(g), /"(g), .. die im § 61 definirten Ableitungen, also absolut convergente Potenzreihen sind.

Nun ist (v = 0, 1, 2, . . , w— 1, ^ = 2jr : n)
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Geht man mit n zur Grenze oc über, so findet man, weil /"'(z), /"(z), . . ganze absolut convergente

Potenzreihen sind, M^ ,t2'"/''^'"-*(^)
= und also

_ Mr+^f{z) = Mr/{z) = aa.

Ebenso ist M^j^^ f{z) : zf^ = Mj.f{z) : z^ = a^^. Setzen wir nämlich

so genügt in Bezug auf Convergenz und Charakter als einer ganzen Function (p{z) denselben Be-

dingungen. Da nun Mj.{a^ z~'"+aiz~~^+ ' + . . -l-a^_iz)= ist, was auch r sein mag, so ist l/^-^p f{z) : z>^

= Mj.^a^{z) = Mj.fi{z) = a^ w. z. b. w. Dieser Satz bleibt auch bestehen, wenn f{z) eine auf- und

absteigende Potenzreihe ist. Nennen wir nämlich den aufsteigenden Theil (p{z), den absteigenden ip{z),

so convergirt der letztere, wenn er für absz = r convergirt, um so mehr für absz == r-\-Q und es ist

Mrj^of{z):zf^ = Mj.ip(z):z>^, was auch fi sein mag, für den aufsteigenden Theil tritt aber der vorauf-

gehende Beweis ein, so dass der Satz also auch für (f>-\-ip = f in Geltung bleibt.

§ 164. Erweiterung des Convergenzgebietes. Der eben entwickelte Mittelwerthsatz giebt

uns ein Mittel in die Hand, die Coefficienten der Entwickelung f{z) = 2anz" aus den Werthen der Func-

tion auf einem Kreise abzuschätzen. Ist f{z) auf dem Kreise r'-\-Q', wo q' wie vorhin bestimmt ist,

tiberall endlich, so ist

dem absoluten Betrage nach nicht grösser, als die obere Grenze des absoluten Betrages von fiz) auf dem

Kreise r'+p', mithin ist diese Grösse, wie gross auch 71 sein mag, oder es ist (lim« = oc), a^{r'-\-Q'Y

eine endliche Grösse für jedes noch so grosse [i. Folglich muss, wie aus Vergleichung mit der geo-

metrischen Reihe folgt, 2a^zi^ jedenfalls so lange convergiren, (der absteigende Theil, wenn ein solcher

vorhanden, convergirt auf dem Kreise r'+p' um so besser, wenn er für z = r' convergirt), als absz

< r'+Q' ist, also muss die Reihe namentlich absolut convergent auf dem Kreise r' sein.

Das Convergenzgebiet lässt sich unter gewissen Voraussetzungen noch mehr erweitern. —
Ist f{z) im Innern eines Kreises überall vom Charakter einer ganzen Function, so con-

vergirt die Entwickelung dieser Function im Mittelpuncte des Kreises (den wir als den

Nullpunct der z-Ebene annehmen) in diesem Kreise. Da nämlich der Voraussetzung nach für

f{z) eine Entwickelung SunZ" vorhanden ist, welche in einem bestimmten Kreise r' convergirt, so hat

f{z) auf dem Rande dieses Kreises, wenn r' < R und R der Kreis ist, in welchem / den Charakter

einer ganzen Function hat, tiberall den Charakter einer ganzen Function und es convergirt deshalb

JSo^iZ" auch noch in einem Kreise r'+g'. Am Rande desselben hat, wenn r'+g' <R ist, /(z) wieder

überall den Charakter einer ganzen Function, und die Convergenz erweitert sich deshalb nothwendig

auf einen Kreis r'-f ()'4-()", dann aui r'-\-Q'-\-Q"-\-Q"', u. s. f. Wird nun r'-\-Q'-\-Q"-\- . . +q^"^+ . .

schliesslich gleich R, (hat der Ausdruck die Grenze R), so convergirt demnach Sa^z" in R, was zu

beweisen war. Es käme aber in Frage, ob r'+Q'+Q"+ . . 4-()<"'+ . . einem Grenzwerthe r<R
sich nähern könnte, ohne ihn zu erreichen. Dies kann nicht eintreten. Denn angenommen 7-'+q'+q"

+ . . nähere sich r unaufhörlich, ohne diese Grösse zu erreichen, so würde die Reihe ^«„z" bis iu

jeder beliebigen Nähe des Randes von r noch convergiren, findet dies aber statt, so lässt sich das

Convergenzgebiet wieder um eine bestimmte von Null verschiedene Grösse q erweitern, wenn /(z)

längs des Randes von r überall den Charakter einer ganzen Function hat, r kann also, wenn ?• < Ä
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ist, nicht die Grenze der Convergenz bilden. — Dieser Satz bildet gewissertnassen die Umkehrung des

im § 65 ausgesprochenen Satzes.

§ 165. Mit Hilfe der eben erhaltenen Eesultate lassen einige früher ausgesprochene Sätze eine

allgemeinere Fassung zu. Eine Function f{z\ die in der ganzen z-Eb6ne (ausgenommen z = <x) den

Charakter einer ganzen Function hat, ist eine ganze transcendente Function. Denn sie lässt sich nach

dem vorigen Paragraphen in eine Überall convergente Potenzreihe entwickeln.

Satz von Cauchy. Eine Function f{z) die überall den Charakter einer ganzen Function

hat, ausgenommen etwa im Puncte oc, wo sie aber endlich bleibt, (d.h. /(y) ist für g^O endlich

wenn auch vielleicht nicht nach Potenzen von g entwickelbar) ist eine Constante. — Sie ist nämlich

eine ganze transcendente Function, und eine solche ist, wenn sie nicht Werthe annimmt, die jede noch

so grosse Zahl dem absoluten Betrage nach übersteigen, nach § 109 pag. 81 eine Constante.

Bemerkung. Einige Mathematiker scheinen Anstoss an der Fassung dieses Satzes zu nehmen,

indem sie behaupten e' werde nirgend, auch nicht für z ^ oc unendlich gross, weil diese Function

dort unbestimmt sei. Sieht man aber zu, was es heisst, eine Function wird an einer Stelle a unend-

lich, so kann dies doch (genau zu sein) nicht bedeuten, f{a) = (X), denn oo ist keine Zahl, sondern es

heisst, bei Annäherung der Zahl z an a wächst f{a) über alle Grenzen. Bei manchen Functionen (mit

der ausserwesentlich singulären Stelle a) geschieht dies bei jeder Art der Annäherung, bei anderen

nur bei gewissen Arten. Wenn aber für die Werthe einer Function keine obere Grenze angegeben

werden kann, so darf man nicht sagen, sie sei endlich. — Aus dem Cauchy'schen Satze folgt leicht,

dass eine doppelt periodische Function nothwendig irgendwo unendlich werden muss.





Date Due



BOSTON COLLEGE

3 9031 01549327 3

"WMüBfSCUßigjyj-.

For Reference

Not to be taken from this room

/S^Ct^'v^tHSCC-

BOSTON COLLEGE LIBRARY
UNIVERSITY HEIGHTS
CHESTNUT HILL, MASS.

Books may be kept for two weeks and may be

renewed for the same period, unless reserved.

Two Cents a day is charged for each bock kept

overtime.

If you cannot find what you want, ask the

Librarian who will bcrglad to help you.

The borrower is tesponsible for books drawn

on his Card and for all fines accruing on the same.



]f'^ \^,^*-^>^v

tr^'^j^


